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10. série

1. Necht’ p je prvoč́ıslo. Ukažte, že je-li pr̊uměrný stupeň multigrafu G větš́ı než 2p−2,
pak G má neprázdný podmultigraf, v němž stupně všech vrchol̊u jsou dělitelné p.

2. Graf je skoro d-regulárńı, maj́ı-li všechny jeho vrcholy stupeň d nebo d+ 1. Ukažte,
že je-li G skoro d-regulárńı, ale žádný jeho podgraf neńı skoro d-regulárńı, pak v G
existuje párováńı pokrývaj́ıćı všechny vrcholy stupně d + 1.

3. Ukažte, že je-li G skoro d-regulárńı, pak G má podgraf s množinou vrchol̊u V (G),
který je skoro (d− 1)-regulárńı, ale neńı (d− 1)-regulárńı.

4. Ukažte, že je-li G skoro d-regulárńı graf pro d ≥ 4 a G neńı 4-regulárńı, pak G má
3-regulárńı podgraf.

5. Nalezněte souvislý graf G, který má orientaci v ńıž je vstupńı stupeň každého vr-
cholu 2, koeficient u x2
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n v jeho polynomu je 0, a přesto je G 3-vyb́ıravý.

6. Necht’ v1, . . . , vn je pořad́ı vrchol̊u grafu G takové, že v1v2 ∈ E(G) a pro i ≥ 3 má
vi právě dva sousedy mezi {v1, . . . , vi−1}. Necht’

pG =
∏

vivj∈E(G),i<j

(xj − xi)

je grafový polynom G v proměnných x1, . . . , xn. Pro libovolnou funkci f : [n]→ N

budiž c(f,G) koeficient pG u členu x
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n (je-li f(x) > 2 pro nějaké

x ∈ [n], pak c(f,G) = 0). Necht’ ei : [n]→ N je funkce tž. ei(i) = 1 a ei(x) = 0 pro
x ∈ [n] \ {i}. Označme c̃(f,G) = c(f + e2, G)− c(f + e1, G).

Ukažte indukćı pro n ≥ 2, že splňuje-li f podmı́nku
∑

x∈[n] f(x) = 2, pak c̃(f,G) ≡ 1

(mod 3).

7. Necht’ G je 2-degenerovaný, v0 je vrchol G a L je přǐrazeńı seznamů vrchol̊um G tž.
|L(v)| ≥ 3 pro v ∈ V (G) \ {v0} a |L(v0)| = 1. Ukažte, že G je L-obarvitelný.
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