VZOR zkouskova pisemka NMAI054 — ZS 2015/16

Na kazdy papir napiste: ¢islo pifkladu, jméno a paralelku: X (Salac) nebo Y (Samal).

1. (5 bodu) Necht posloupnost (a,) je ddna rekurentnim predpisem a; = 5/3,

2
+2
a,m:a”g Con=1,2,....

Rozhodnéte, zda existuje lim a,,, a pokud ano, spoctéte ji.

2. (5 bodu)  Vysetiete konvergenci rady

[e.9]

Z (log(1 + %))C

n=1
v z&vislosti na parametru ¢ (log zna¢i prirozeny logaritmus).

3. (10 bodu)  Vysettete prubéh funkce
f(z) = arctg(x + 1/x).

4. (0 bodu) Vyslovte definici pojmu derivace funkce.

5L. (5 bodu) Vyslovte a dokazte vétu o Cauchyho odmocninovém kritériu konvergence
rad.

5T. (10 bodua)  Vyslovte a dokazte Heineho vétu.

6. (6 bodu) Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni. Zduvodnéte!!

1. Necht (a,) je konvergentni posloupnost a (b,) posloupnost, kterd nekonverguje. Pak
posloupnost (a,, + b,) nemuze konvergovat.

2. Pokud je funkce f spojitd na intervalu (0, 1], tak nabyvé na tomto intervalu globalniho
maxima nebo minima.

Do bodového zisku se pocita 1épe hodnoceny piiklad z 5L, 5T (dukazy vét).

Pro slozeni zkousky je nutné mit spravné odpovézenu otdzku 4 (definice) a alespon 60%
ze zvoleného prikladu 5 (dukaz) — tj. dukaz muze mit drobné zavady, ale musi byt jasnd
zékladni myslenka a podstatné kroky v dukazu.

Na vypracovani mate 150 minut.

Pfi préci nejsou povoleny zadné kalkulacky, pocitadla, mobily, ... (Mobilim prosim pite-
dem vypnéte zvonéni.)

Pokud by se ve vysledku vyskytovaly vyrazy, které se bez kalkulacky Spatné pocitaji,
nevycislujte je (137 - 173 je stejné dobré, ne-li lepsi odpoved, nez 23701).

Podrobné zdavodnéte vsechny vypocty.



Reseni

1. (1 bodu) Oznatme h(x) = (z* + 2)/3, tj. plat{ a,,1 = h(a,). Napred prozkoumejme
monotonii posloupnosti (a,). K tomu je potfeba zjistit, pro kterd x plati h(x) < x (resp.
h(z) > z). Protoze h(z) —x = (#* =32 +2)/3 = (x—1)(x —2)/3, tak h(z) < z pro z € (1,2)
a h(x) > x pro ostatni . Jelikoz a; = 5/3 € (1,2), tak plati a; > ay (to 1ze i podpofit
vypoctem, ale presnd hodnota as je oskliva a nepotiebujeme ji). Ukdzeme, ze posloupnost je
klesajici: plati totiz, ze pokud = > 1 tak h(z) = (22 +2)/3 > (1 +2)/3 = 1. Odsud snadnou
indukei ziskdme, ze a, > 1 pro vSechna n a proto z predchoziho vime (dalsi indukce), ze
any1 < a, pro vsechna n. Posloupnost (a,) je tedy klesajici, ma tedy limitu — ozna¢me tuto
limitu L. Protoze 1 < a, < 5/3 pro vSechna n, plati také 1 < L < 5/3.

Jisté plati, ze pokud a,, — L, tak a,,1 = h(a,) = (a? +2)/3 — (L* +2)/3 = h(L) (véta
o aritmetice limit). Zaroven vsak a,,1 — L, proto musi platit (diky jednoznacnosti limity)
L = h(L). Vytesenim kvadratické rovnice ziskame dvé teseni L € {1,2}, jen jedno z nich
vSak vyhovuje nerovnosti z minulého odstavce. Proto limita zadané posloupnosti je 1.

2. (2 bod) Jednd se o fadu s kladnymi ¢leny, takze absolutni konvergence a konvergence
splyvaji. Zkusime danou fadu porovnat s néjakou zndmou fadou, nabizi se fada -, #
Pouzijeme limitni srovnévaci kritérium. Vy¢cislime limitu

log(1 + 1))¢
M:hmM_

n—o00 1/nc

Protoze ndm za chvili vyjde, ze M = 1, tak specialné plati 0 < M < oo, a tedy tada
zadand a y # bud obé konverguji nebo obé diverguji. O druhé zminéné fadé ale vime,
ze konverguje pravé tehdy, kdyz ¢ > 1, tak i zadand fada konveguje pravée tehdy, kdyz ¢ > 1.

Zbyva vypocitat M. Z definice ptirozeného logaritmu vime, ze lim,_, w = 1. Z véty

o limité slozené funkce (a spojitosti funkce t +— t°) zjistime, ze i limw_ﬂ)(w = 1.

Pouzijeme Heineho vétu a posloupnost z,, = 1/n, ktera konverguje k nule (ale nikdy se nule
nerovnd), tim zjistime, ze i zkoumana limita M je rovna 1.

log(1+x)
x

Kdybychom zapomnéli lim,,_.q = 1, tak je to ostuda, ale jde postupovat i 'Hospitalovym

pravidlem:
1

log(1 T
im 0842 T
x—0 X z—=0 1
(jde o typ 0/0, takze pravidlo lze pouzit!). Oproti tomu pouzit 'Hospitalovo pravidlo rovnou
na zadanou limitu vypada na obtizné pocitani s nejasnym koncem.

3. (3 bodu) Vypocty a graf viz dalsi strana (¢tyiku v krouzku ignorujte). Shrnuti vysledku
poté.
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Funkce f je licha, neni periodicka, je spojitd vSude mimo = = 0, tam neni ani definovana.

Limita v nule zleva, zprava je rovna 7/2, —m /2. Asymptoty v £00 jsou piimky 0z +7/2.

Funkce f je rostouci na intervalech (—oo,—1) a (1,00). f je klesajici na (—1,0) a na
(0,1). V bodech +1 se nabyvaji lokalni extrémy: lok. minimum arctg2 v 1 a lok. maximum
—arctg2 v —1.

f je konvexnina (0,v/1 4 v/5) a (—oo0, —v/1 4+ v/5), konkévni na (—v/1 ++/5,0) a (v/ 1 + /5, 00).
Inflexni body ++1/1 + /5. Obor hodnot je H; = (—n/2, — arctg 2) U (arctg 2, 7/2). Globln{

extrémy funkce nema.
4. (4 bodi) Derivace funkce f bodé a je rovna

o £(@ D) = f0)
h—0 h

pokud tato limita existuje. Znac¢ime f’(a). (Bylo by vhodné nakreslit obrézek.)
5. (5 bodu) Viz prednaska nebo libovolna skripta/ucebnice.
6. (6 bodu)

1. Plati. Dukaz sporem. Necht (¢,) = (a, +b,) a (a,,) obé konverguji. Pak (c, — a,) také
konverguje (véta o aritmetice limit). Nicméné ¢, — a,, = b, takze posloupnost (b,) ma
konvergovat i nekonvergovat. Spor.

2. Neplati. Protipiiklad je napriklad funkce f(z) = isin(1/x). Tato funkce je na (0, 1]
definovand a spojité (jde o slozeni spojitych funkei). Nicméné pro body xy = m je
f(zy) = 1/x), — 00, naopak hodnoty v bodech y, = —7/2 + 2k se blizi —oo. Funkce
tedy na zadaném intervalu neni omezend shora ani zdola, nemuze tedy nabyvat maxima
ani minima. Viz téz obrazek.
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