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Tento text se vztahuje k predmétu NMAI054, paralelka X. Vznikl upravou starsiho
textu, ktery vznikl dpravou jesté starsiho textu od Stanislava Hencla (dékuji!).
Najdete zde soupis definic, vét a néco mélo dalsich poznamek. Co zde naopak neni,
jsou dukazy, jen obéas jejich naznaky. (Avsak pokud dikaz na pfedndsce nebyl, je
to zde napsdno.) Pokud jste ditkaz “nechytili” na piedndsce, porad'te se s kolegou
nebo doporucenou literaturou. Pomoci vodorovnych ¢ar jsou oddéleny jednotlivé
prednasky.

Pokud narazite na néjakou nesrovnalost, dejte mi prosim védét. (Pripominkami k
minulym verzim pomohli Tomas Masafik, Ondiej Kupka, Roman Diba a Roman
Riha. Dékuji!)

Véty, které jsme si na prednasce dokazovali, jsou rozdéleny do dvou typu: L Véta a
T Véta (viz pozadavky ke zkousce), tyto véty byste méli umét dokdzat. U ostatnich
vét (a dvou odhlasovanych vyjimkdch) staci znét znéni (a rozumét mu). Kdyz jsme
si dokazovali jen ¢dst véty (nebo jsme v dikazu vynechali ¢dst), je to v tomto textu
uvedeno a budu zkouset jen tyto ¢asti dukazu.

V textu jsou uvedeny otazky k zamysleni. Mohou vdm pomoci k lepsimu vhledu
do prislusného tématu. (Néekteré jsou trochu tézsi, tim se nenechte vyvést z miry.
Kdyztak se zeptejte kolegy, a nebude-1i védét, mé.) Dalsf (dulezitd!) moznost, jak ta-
kové otazky sami generovat: Pti Cteni znéni vét se zamyslete, jak je ktery predpoklad
dulezity; co kdyz misto uzavieného intervalu bude otevieny? co kdyz funkce ne-
bude spojitd? Pokud je véta implikace, mohla by platit jako ekvivalence? ... je
snadné najit protipifklady — piiklady funkeci/posloupnosti/... pro které takova va-
rianta véty neplati? (Tip: tim si znén{ i mnohem snéze zapamatujete a také vice
vychutndte.) Pi ¢teni{ dukazu pozorujte, kde a jak se ktery predpoklad pouzije.
Pouzila se néjaka véta z diivejsi ¢asti prednasky? Bylo dopfedu jasné, ze se pouzije?



Kapitola 1

Uvod

1.1 Piehled & Uvod do ditkazii

V prednédsce budeme mluvit o redlnych ¢éisech, jejich posloupnostech, fadach a
funkcich. Podrobnéji:

e realna é&isla: v ¢em se lisi od racionédlnich? Je 0.999--- = 17 Je redlnych ¢isel
vic nez raciondlnich?

e posloupnosti: zd4 se, ze n? < 2" (pro velkd n) — je to opravdu pravda?
(1+1/n)™ =2.718281828... “pro velkd n” (1 —1/n)" = 1/2;718281828 ..
“pro velka n” posloupnost a1 = (an +2/a,)/2 — jak a PROC souvisi s /2.

cemu se rovna \/2+\/2+ 24+V2+ -2

e Fady: s¢itani dvéma zpusoby ... nékdy muze selhat
S 27 =1 versus Y. 2 (je potfeba zjistit, zda m4 fada smysl)
¢asem i slozitéjsf: > i67¢ =?
>4 =2/t
S (=)L =m2

e funkce: jak analyzovat funkce (jinak nez numericky na poéitaci) ... a proc¢
“Na kraji mésta jsme jeli pfesné Sedesatkou.” — co to znamend, pro¢ jsme tim
prekrocili povolenou rychlost nékde “uvniti”, ve mésté. — Derivace

e je potieba davat pozor: casto véci jasné neplati ...

L Véta 1.1 (iracionalita \/i) V2 ¢4 Q.

Jinak feceno, pro Zddné q € Q neplati ¢ = 2.

(Dukaz sporem.)

K zamysleni: Kde jsme vyuzili, ze po¢itdme odmocninu ze 2, a ne tieba ze 47
Jinymi slovy, pro jakd jind k € N, r € Q jde stejnym postupem dokézat, ze ¥/r ¢ Q?
K zamysleni: Ani nésledujici ¢isla nejsou racionalni: V2 + \/3, V2+3+ \/5, -
L Véta 1.2 (Bernoulliova nerovnost). Proz > —1 an € N plati (1+x)" > 1+ nzx.
(Dukaz indukei.)

K zamysleni: Je potieba x > —17 Co pro n = 07 Jde nerovnost dokazat jinak
(tfeba jen pro x > 0)?

V rychlosti se zminime o velikostech mnozin. Napfed dvé definice. Rekneme, 7e
mnoziny A a B jsou stejné velké (a piseme A ~ B), pokud existuje bijekce mezi A
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4 KAPITOLA 1. UVOD

a B. Rekneme, ze mnozina A je mensi nez B (a piseme A < B), pokud neexistuje
zobrazeni f : A — B, které by bylo na.

K zamysleni: Ujasnéte si, co je zobrazeni, zobrazeni prosté, zobrazeni na. Také si
rozmyslete, ze takova definice dava smysl — Ze dopadne tak, jak by méla pro koneéné
mnoziny.

L Véta 1.3 (Cantorova). 1. N < P(N).
2. Disledek: Q < R.

Diikaz. Dokazeme prvni bod sporem, tzv. “diagondlni metodou”: Kdyby existo-
valo zobrazeni f : N — P(N), definujeme “diagondlni mnozinu” D (nakreslete si
obrazek!), D = {n € N | n € f(n)}. Nyni D je podmnozina N, tudiz jeden z
prvku P(N) a meélo by byt D = f(y) pro néjaké y € N. Ovsem y € D znamend
y & f(y) = D, naopak y ¢ D znamend y € f(y) = D, coz je spor.

Pro dukaz druhého bodu nahlédneme, Ze existuje prosté zobrazeni h : P(N) — R (ve
skutecnosti jsou tyto mnoziny stejné velké, takze existuje i bijekce, ale to nechme
stranou). K tomu vyuzijeme desetinného zdpisu, pro mnozinu A C N polozme
h(A) =3 ica 10~*. Zbyva to vée dit dohromady: pro spor piedpokldddme existenci
zobrazeni g : N — R, které je na a odsud zkonstruujeme zobrazeni f : N — P(N),
které je na, coz uz vime, ze je spor. O

1.2 Mnozina realnych cisel

Vsichni vime, co jsou to pfirozend ¢isla N = {1,2,...}, jak se rozsifuji tak, aby slo
odéitat (na celd ¢isla Z), a délit (na raciondlni ¢isla Q). Jak jsme vidéli minule, tak
stale nejde napf. odmocnovat. Misto toho, abychom ptidavali jednu dalsi operaci,
priddme v jistém smyslu vSechny tim, ze “zalepime diry” (viz Véta 1 nize).
Odbocka: prestoze jsme na N, Z, Q vsichni zvykli, neni nikde apriori zaruceno,
ze musi fungovat tak, jak bychom rddi. Proto matematici za¢inaji s co nejmensimi
predpoklady — axiomy, u kterych je vérohodné, ze funguji, a z téch se buduji slozitéjsi
konstrukce. Napt. raciondlni ¢isla bychom zavedli napied jako dvojice celych ¢isel
(a,b) (kde b # 0), pro ndzornost bychom dvojici mohli zapisovat tieba a : b. Pak by
bylo tfeba Fict, kdy jsou dva takové objekty stejné (rozsifovani/kraceni zlomku),
jak se sc¢itaji, od¢itaji a nasobi, ze raciondlni ¢isla maji vSechny dobré vlastnosti
Cisel celych — ze jsou uzaviena na s¢itani a odéitani, kterd jsou komutativni a aso-
ciativni, ze nasobeni je distributivni, ...Pak by se ukézalo, ze do racionalnich ¢isel
jde pFirozené zanofit ¢isla celd (jako x : 1) a Ze operace z celymi ¢isly jsou stejné
jako jejich zobecnéni na ¢isla raciondlni. Pak by se kone¢né mohlo tict, ze Z C Q
(celd cisla ‘ztotoznime’ s nékterymi &isly celymi). A koneéné se fekne, ze déleni
¢islem (a : b) je totéz jako ndsobeni ¢islem (b : a) (pokud a # 0, jinak operaci
nedefinujeme). Z4dny z téchto krokt nenf piflis tézky, ale je to ponékud zdlouhavé.
A to nemluvime o zavedeni &fsel redlnych. (To jde nékolika zptisoby, bud jako ne-
konecné desetinné rozvoje, nebo jako tzv. Dedekindovy fezy (v/2 je ‘mezera’ mezi
mnozinou A = {g € Q: ¢ > 0 & ¢*> > 2} a jejim doplitkem), nebo jako posloup-
nosti raciondlnich ¢isel, které se k tomu ‘novému’ blizi. Vse by bylo samoziejmeé
potieba Fict piesné (zkuste si tieba rozmyslet, jak pfesné funguji nekonecné dese-
tinné zapisy a jak se ¢isla v takovych zdpisech s¢itaji nebo ndsobi). Pak by se muselo
stravit nékolik hodin ovérovanim, ze vSechny operace maji pozadované vlastnosti.
My se omezime na to, ze fekneme ‘jak to dopadne’, jaké vlastnosti realnd cisla
mayji.)

(Nésledujici definice se vdm bude ndramné hodit i v LA.)
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Definice. Téleso je pétice (T,+,-,0,1), kde T je mnozina, 0 # 1 proky T a +, -
operace na T tak, Ze plati pro vSechna x,y,z € T

1. z+ (y+2) = (x+y) + 2z (asociativita +)

2. z+y=vy+z (komutativita +)

3. x4+ 0=z (neutralita 0 vzhledem k +)

4. existuje —x € T pro néz x + (—x) = 0 (existence inverzniho proku pro +)

5 x-(y-2)=(z-y)- 2z (asociativita -)

6. x-y=y-x (komutativita -)

7. x-1=ux (neutralita 1 vzhledem k -)

8. Pokud x # 0 tak existuje x=1 € T pro néz x - =1 = 1 (existence inverzniho
pruku vzhledem k -)

9. (x+vy) - z=a 2z+y-z (distributivita)

Uvédomte si, ze vySe uvedené vlastnosi ndm umoznuji délat vétsinu véci, na které
jsme zvykl{: fesit linedrn{ rovnice, dokonce i jejich soustavy (proto se v LA teorie
buduje pro obecna télesa), pouzivat vzorce pro (z + y)?, atd. I kdyZz to nenf tplné
vidét, 1ze z téchto vlastnosti odvodit i nevinné vypadajici = - 0 = 0. K zamysS§leni:
Zkuste to!

Definice. Usporadané téleso je sestice (T, +,-,0,1, <) takovd, Ze

1. (T,+,-,0,1) je teleso

2. < je tzv. uspordddni na T: pro vSechna x,y,z,€ T plati
e x <y nebox >y nebox =y
e <y & y<z = <z
o ~(z<ux)

3. operace jsou kompatibilni s uspordddnim: pro vSechna x,y,z,€ T plati

o r <y — r+z<yt+z
e r<y&kz>0 = x-2<y-z

Odsud muzeme napi. dokézat 0 < 1 (sporem, protoze 0 # 1, sta¢{ vyvrétit 0 > 1,
...). A také 22 > 0, coz ndm uz umozni zopakovat ditkaz Bernoulliho nerovnosti pro

obecnd usporddand télesa. K zamysleni: Proc je v kazdém usporadaném télese
2
x® > 07

Piiklad. Raciondlni c¢isla s béznymi operacemi jsou usporddané téleso. Redlnd
éisla také (ale jesté presné nevime, co to redind céisla jsou). Komplexni ¢isla a celd
¢isla modulo prvocislo jsou priklady téles, kterd nejdou usporddat. (K zamysleni:

Proc?)

Definice. Necht (T,+,-,0,1,<) je usporddané téleso a M C T. Rekneme, e M
je omezend shora (resp. omezend zdola), jestlize existuje a € T tak, Ze pro vSechna
x € M plati x < a (resp. x > a). Takové a nazveme horni zdvora (resp. doln{
zdvora) mnoZiny M.

Definice. Necht je opét (T,+,-,0,1,<) je usporddané téleso a M C T. Cislos € T
nazyvdme supremum M pokud

1. Vx e M :x <s (s je horni zdvora pro M ), a
2.VyeT, y<sdxeM:y<uzx (neexistuje mensi horni zdvora pro M ).

Cislo i € T nazjvdme infimum M pokud

1. Ve e M :i <z (i je dolni zdvora pro M), a
2.VyeT, i<y dxeM:x <y (neexistuje vétsi dolni zdvora pro M ).
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Upozornéni: supremum i infimum musi bijt prokem T, nepovolujeme napt. 0o (pro
R to pozdéji povolime).

Priklad. Pro koneénou mnoZinu M je sup M = max M a inf M = min M. Pro
otevieny interval plati sup(a,b) = b, inf(a,b) = a. Vsimnéte si, Ze pro otevieny
interval neexistuje mazximum ani minimum, v tom je prdvé vyhoda suprema a infima,
Ze existuje vidy (kdy to jde).

Véta 1.4 (zavedeni redlnych ¢isel). Existuje usporddané téleso, kde kazdd neprdzdnd
shora omezend mnoZina md supremum. Takové téleso je v jistém smyslu (aZ na iso-
morfismus) jednoznacné. Budeme mu tikat téleso redlngch éisel a znacit ho R.

(Bez dukazu.)

Poznamka. Nebudeme tedy rozebirat, jak presné redlnd c¢isla vypadagji. To by Slo
provést (viz diskuze na zaédtku této predndsky), ale dalo by to dost prdce.

Nyni si ukdZeme, jaké dusledky md existence suprema (coZ je klicovd vlastnost v
definici redlngch cisel). Uvidime, Ze odsud plyne mapft. archimédovskd vlastnost,
a také existence odmocnin (takZe opravdu priddni suprem bylo aspon tak dobré,
jako priddni odmocnin). Napred si ale viimnéme, Ze (oproti redlngm é&islim) v ra-
ctondlnich cislech suprema existovat nemust.

Uvazme napt. mnoZinu M = (0,v/2)NQ = {t € Q |t > 0 & t*> < 2}. Druhy zdpis
pouzivdme proto, Ze jednak /2 neni v Q, jednak zatim ani nevime, Ze takové cislo
existuje v R! Kdybychom druhy problém pominuli (viz véta o existenci odmocnin
nize), tak vime, Ze supremum M v R je V2, co neni raciondlni ¢islo. Pripadné
supremum s mnoziny M v Q by tedy muselo spliiovat bud s > /2 nebo s < /2.
V pronim pripadé ukdzeme (diky hustoté raciondlnich éisel), Ze existuje raciondind
éislo q € (vV2,5) a ¢*> > 2, z éehoz plyne Ze q je mensi horni zdvora. Ve druhém
pripadé (opét diky hustoté Q) najdeme raciondlni ¢islo q € (s,\/2), ¢ili ¢*> < 2, z
cehoz plyne zZe ¢ € M a s nend horni zdvora. (Jiny postup je dokdzat snazsi verzi
véty o existenci odmocnin (tak jsme to délali na predndsce).)

Poznamka. Znaceni: R*, R™, R}, Ry, intervaly (a,b), [a,b), atd.

L Véta 1.5 (o existenci infima). Nechf M C R je neprdzdnd zdola omezend
mnozina. Pak existuje inf M.

Diikaz. Dukaz primy, polozme M’ = —M a vyuzijme toho, ze M’ je neprazdnd
shora omezend. M4 tudiz supremum, ozna¢me ho s. Staci ovérit, ze —s je infimum
M. O

L Véta 1.6 (Archimédova vlastnost). Ke kaZdému x € R ezistuje n € N tak, Ze
T <n.

Dukaz. Dk sporem: jinak by existovalo s = supN, n’ > s—1/2 n’+1 davd spor. O

Poznamka. Odsud muzeme tieba ukdzat, Ze 0.999 .. = 1.

L Véta 1.7 (hustota Q a R\ Q). Necht a,b € R, a < b. Pak existuji ¢ € Q a
r € R\ Q tak, Ze g € (a,b) ar € (a,b).

Diikaz. (Nastin) Pro existenci ¢ staci pouzit Archimédovu vlastnost na dukaz, ze
existuje dost velky jmenovatel. Pro r uzijeme prvni ¢dst pro (a — V2,b— V2)., O

T Véta 1.8 (o n-té odmocning). Nechtf n € N a z € [0,00). Pak ezistuje prdvé
jedno y € [0,00) tak, Ze y"™ = x.



1.2. MNOZINA REALNYCH CISEL 7

Diikaz. Funguje polozit y = sup{t € RJ : t* < x}. Ale je potfeba hodné véci ovérit:
1) poc¢itdme supremum z neprazdné, shora omezené mnoziny. 2) Pokud by y" < z,
tak y neni horni zdvora, nebof pro vhodné & > 0 plati (y + )" < z. 3) Pokud
by " > z, tak y neni nejmensi horni zdvora, nebot pro néjaké ¢y < y také plati
y'™ > z. (Tudiz ¢ je také hornf zdvora pro M, proc?) O
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Kapitola 2

Posloupnosti

2.1 Uvod

Definice. Posloupnost redlnych ¢éisel je zobrazeni a : N — R. Misto a(n) piseme
strucnéji ar,, celou posloupnost znacime (a,)5 1 = (an)neny = (a1, a2,as,...), nebo
jen (an).

Poznamka. 1. Definice i mnohé véty funguji stejné i pro komplexni ¢isla, my se
povétsinou omezime na c¢isla redind.

2. Casem se ukdze, Ze je Sikouné wvazovat i tzv. zobecnéné posloupnosti, tj. posloup-
nosti, které nemusi byt v konecné mnoha bodech definovdany. (Napt. a, = 1/(n—211)
nepopisuje posloupnost, nebot az11 nend definovdno.)

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,)nen je omezend, jestlize mmoZina clend
posloupnosti, tj. mnozina {a, : n € N} je omezend podmnoZina R. Analogicky
definujeme omezenost shora a omezenost zdola.

2.2 Vlastni limita posloupnosti

Definice. Necht A € R a (a,)32, je posloupnost. Rekneme, Ze A je (vlastni)
limitou posloupnosti (ay,), jestlize

Ve>03ngeNVYn>ng, neN :la, — 4| <e.

Znacéime lim a,, = A.
n— oo

Posloupnost, kterd md (vlastni) limitu, nazgvime konvergentni posloupnost.

Pozndmka. Zdpis |a, — A| < ¢ je ekvivalentni tomu, Ze a,, € (A—e, A+¢). Mohli
bychom tomu také tikat, Ze a, a A jsou ‘e-blizké”. Smyslem definice je, Ze a, a
A jsou e-blizké pro libovolné € > 0, “pokud si pockame”, tj. pokud se nestardme o
mald n. Zapis Ing € N Vn > ng, n € N bychom také mohli ¢ist “pro skoro vsechna

2”

n”, nebo podrobnéji “pro viechna n aZ na konecéné mnoho vyjimek”.

Pozndmka. 1. V definici limity lze ekvivalentné psdt ...n > ng ... ataké|a,—A| <
€

2. Také lze ekvivalentné psdat |a, — A| < 2e, nebo obecnéji |a, — A| < Ke, pro
jakoukoli kladnou konstantu K. (Pozor, dilezité!)

Ipro redlna &isla, pro komplexni je tfeba pouzit zépis s absolutni hodnotou
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3. Limita nezdlezi na poédtku — pokud zménime konecéné mnoho c¢leni posloupnosti,
limita se nezmént.

4. Dokonce pro zjistént existence (a hodnoty) limity posloupnosti prunich (napr.) sto
clent vubec nepotrebujeme, muzeme tedy definovat i limitu zobecnéné posloupnosti,
kterd pro konecéné mnoho élenu neni vibec definovdna.

Piiklad. (1) 1—1/n, (2) (-1)" (3)n

Tyto priklady jdou vyresit primo podle definice, ale to jen diky tomu, Ze zkoumané
posloupnosti jsou hodné jednoduché. Budeme se snaZit odvodit pravidla, pomoci
ktergch budeme moci zjistit, jakd je limita (jestli néjakd vibec existuje) pro slozitéjsi
posloupnosti.

L Véta 2.1 (trojihelnikovd nerovnost). 1. (Vx,y € R)|z +y| < |z| + |y|

2. Oznacme d(x,y) = |x — y|. Pak pro vsechna redlnd x, y, z plati
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Vsimnéte si, Ze kdybychom misto R uvaZovali body v R? a d(x,y) by byla vzddlenost
mezi body x a y, tak dostaneme klasickou nerovnost pro délky stran trojuhelnika.
Znacend d(x,y) se snazi zdiraznit abstraktni pohled na véc: pro jakékoli objekty x,
y muZeme chiit zkoumat jejich vzddlenost d(x,y). Pokud nepijde o redind cisla, uz
nebudeme moci spocist absolutni hodnotu, moznd ani rozdil x — y. Nicméné pokud
d nadefinujeme tak, Ze bude spliiovat nékolik prirozenygch vlasnosti (symetrickd, tj.
d(z,y) = d(y, z), nezdpornd, d(x,y) = 0 prdvé pro x =y, a konecné trojihelnikovd
nerovnost — bod dva vyse), tak bude spliiovat vie, co potrebujeme, abychom d(x,y)
mohli pouZivat jako vzddlenost x a y. (Oficidlni termin je metrika, bliZe ho pozndme
v letnim semestru.)

L Véta 2.2 (jednoznacnost vlastni limity posloupnosti). KaZdd posloupnost md
nejuyse jednu limitu.

Dukaz. Sporem — kdyby existovaly limity A < B, zvolime ¢ = (B — A)/3 a dosta-
neme spor — zadné &islo neni e-blizké k A ik B. O

L Véta 2.3 (omezenost konvergentni posloupnosti). Necht (a,) md vlastni limitu.
Pak je (a,) omezend.
(Dk snadng.)

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (an)nen je:

e klesajici, jestlize (Vn € N) a,, > an41,
e rostouci, jestlize (Vn € N) a,, < an41.
e neklesajici, jestlize (Vn € N) a, < apq1,
e nerostouci, jestlize (Vn € N) a,, > ap41,

Pozndmka. Posloupnost (a,) je rostouct, pravé kdyz (Ym < n)a,, < a,. K zamysleni:
Jak se to dokdze?

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (by)ren je vybrand z posloupnosti (ay)nen,
jestlize existuje rostouct posloupnost prirozenych cisel (ng)72, tak, Ze by = ap, .

K zamysleni: Je mozné, aby byla posloupnost (b,) vybrand z (a,) a také naopak
— (ay) vybrand z (b,) — aniz by byly obé posloupnosti identické?
L Véta 2.4 (o limité vybrané posloupnosti). Nech? lim a, = A € R a necht (bg)

n— oo
je vybrand z (a,). Pak lim by = A.
k— o0
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(Dk snadng, jen je tieba si rozmyslet, co to znamend.)

T Véta 2.5 (aritmetika limit posloupnosti). Nechf lim a, = A € R a lim b, =
n—oo n—oo
B € R. Pak plati
1. lim a,+b,=A+B
n—oo
lim a,b, = AB

n—oo

3. ILm ap /by, = A/B pokud B # 0

Poznamka. 1. Je mozné, Ze lima, anilimb,, neezistuje, avsak lim(a,, + b,) ano!
(b, = —an, a, “divokd”). Podobné v ostatnich pripadech.

2. V ireti ¢dsti chdpeme posloupnost a, /b, v zobecnéném smyslu (zminéném po
definici posloupnosti). Pokud je b, = 0 pro néjaké n, pak pro toto n neni vjraz
an /by, definovdn. Ovsem pokud limb,, # 0, tak se toto miZe stdt jen pro koneéné
mnoho hodnot n.

3. Pouzijeme-li druhou ¢dst pro konstatni posloupnost by, zjistime, Ze limita dobre
spolupracuje s ndasobenim konstantou. Specidlné tedy prond édst plati i pro rozdil.

L Véta 2.6 (limita a usporadani). Nechf lim a, = A € R, lim b, = B € R.
n—oo n—oo
1. Jestlize A < B, pak existuje ng € N, Ze pro kazdé n > ngy plati a,, < by,.
2. Jestlize existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a,, > by, pak A > B.
L Véta 2.7 (o dvou strdznicich). Necht (ay), (by), (¢n) jsou posloupnosti spliiugici:

1. g e NVneN, n>ng: a, <cp, < by,
2. lima, =limb, = A € R.

Pak limec,, = A.

Piiklad. lim 12l

L Véta 2.8 (o limité soucinu omezené a mizejici posloupnosti). Necht lima, = 0
a (by) je omezend. Pak lima,b, = 0.

Piiklad. lim 520

Piiklad. Standardni limity (jak se spoctou?): lim1/n® (pro a > 0 raciondlni),
lim ¢", lim /a, lim {/n, lim ¢" /n*

2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,)neny md (nevlastni) limitu +oo (respektive
—00), pokud :
VK eRIngeNVR>ng, neN: a, > K

(VK eR 3IngeNVn>np, n€N: a, < K).
Vety 2.2, 2.4=7 plati i v pripadé, Ze uvazZujeme nevlastni limity.

Definice. Rozsifend redlnd osa je mnozina R* = R U {400, —00} s ndsledujicimi
vlastnostmi:

o Usporadani: VaeR —oo<a< o0
o Absolutni hodnota: |+ oo| =] — oo = +0
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o Séitdni: Va € R*\ {+00} —oo+a=-00
Va € R*\ {—oc0} +o0+a=+00
e Ndsobeni: Ya € R* a>0 a-(Ffoo)=+00
Va e R*, a <0 a-(foo)=Foo
0.

e Déleni: YaeR %=

Vijrazy —oo + oo, 0+ (£00), %, % nejsou definovdny.

L Véta 2.9 (aritmetika limit podruhé). Necht li_>m ap, =A€eR" q li_>m b, =B ¢
R*. Pak plati

1. lim a, +b, = A+ B, MLPSS
n— oo

2. lim anb, = AB, MLPSS
n—oo

3. lim an/b, = A/B, MLPSS
n— oo

(MLPSS znaci “md-li pravd strana smysl”: tj. vjraz na pravé strané je definovdn.)
ukaz — jen soucet.
Dk j Cet

Pifklad. lim(4+ 1 + 3 _)(5 - 1),

n2—2n

K zamysleni: Pokud vijraz na pravé strané smysl nemd, tak nejenze nevime, éemu
je rovna (a zda existuje) limita na levé strané, ale dokonce se tato limita mize rovnat
cemukoli (nebo neexistovat). Hmm, s jedinou vyjimkou, v jednom nedefinovaném
pripadé mizeme néco mdlo Tict — ve kterém a co?

Definice. Pro libovolnou mnoZinu M C R definujme sup M jako nejmensi horni
zavoru (i nekonecénou) — presnéji, sup M je minimdlni prvek mnoZiny

{zr eR": (Vm € M)z > m}.
Analogicky definujeme inf M coby mazimdlni prvek mnoZiny
{z eR*: (Ym e M)z <m}.

Poznamka. 1. Pokud je M omezend shora, tak tato definice suprema M splyvd s
definici v druhé predndsce. (K zamySleni: Proc?)

2. Pokud je M shora neomezend, tak jedinou horni zdvorou je +oo, takZe sup M =
+o0.

3. Analogicky pro infima. V souhrnu dostdvame, Ze pripustime-li nekonecné hod-
noty, md kazdd mnoZina redlngch ¢isel supremum i infimum.

4. K zamysleni: Kolik je sup( a inf@?

L Véta 2.10 (déleni kladnou nulou). Necht lim a, = 0 a existuje ng € N, Ze pro

n— oo

kazdé n € N, n > ng plati a, > 0. Pak lim =

n—oo0 a4n

= Q.

2.4 Hlubsi vlastnosti limit

L Véta 2.11 (o limité monoténni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md
limitu.

(Idea: limita je supremum. Je ale potreba rozdélit dukaz na dvé cdsti, podle toho,
jestli je posloupnost shora omezend nebo ne.)
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Piiklad. Takto lze napt. odvodit, Ze posloupnost definovand predpisem a; = 2,

ant1 = (an + 2/an)/2 (pro kazdé n > 1) md limitu (je totiz klesajici, coz lze s

trochou prdce dokdzat). Podle véty o aritmetice limit se dopocte, Ze lim a, = /2.
n—oo

Pozndmka. V podobném duchu ‘nekonstruktivniho dikazu existence’ jako byla mi-
nuld véta se nese tzv. Feketeho lemma: Pokud posloupnost (ay) spliuje apmin <
am + an (je tzv. subaditivni), pak existuje lima,/n (a rovnd se infimu a,/n).

Toto md zajimavou kombinatorickou aplikaci (a mnoho podobnych): Oznacme cy,
pocet cest délky n v nekonedné ctvercové siti (prip. nek. Sestithelnikové siti, atp.),
pricems poédtek je ddn. Zjevné c; = 4, cg = 12, ¢, < 4-3""1. Obecnyf vzorec neni
zndm, podminka ‘neprotindni se’ se obtizné kontroluje. Je vsak snadné nahlédnout,
Ze Cman < CmCn, coZ umozZni pro posloupnost a, = logc, pouZit Feketeho lemma a
zjistt, Ze an/n md limitu, feknéme a. TudiZ a,, = an, a ¢, = e*™ = " (pro ¢ = e%).
Zbyva ‘Jen’ najit c. To velmi bavi teoretické fyziky a diskrétni matematiky.

T Véta 2.12 (Bolzano-Weierstrassova). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentni podposloupnost.

(Ndznak dikazu: chytdme lva na pousti pulenim intervali, takhle najdeme posloup-
nost intervalu s jednobodovym prunikem, pak z kaZdého intervalu vybereme jeden
bod posloupnosti.)

Poznamka. Z plné kazdé posloupnosti jde vybrat posloupnost, co md limitu.

Definice. Necht (an)nen je posloupnost. Rekneme, ze x € R* je hromadny bod
(hromadna hodnota) posloupnosti (ay,), pokud ezistuje posloupnost vybrand s limitou
x. Nejvétsi hromadny bod (a,) nazgvdme limes superior (v prekladu horni hranice)
a znac¢ime limsup,,_, . a,. Nejmens? hromadny bod (a,,) nazgvame limes inferior (v
prekladu dolni hranice) a znac¢ime limsup,,_, o, Gr,.

Poznamka. (1) Je-li (a,) shora (zdola) neomezend, pak vyjde limsupa, = oo
(iminf a,, = —00). (2) Podle Bolzano-Weierstrassovy véty néjaky hromadny bod (a
tedy i limes superior a limes inferior) existuje pro kazdou posloupnost. (3) Posloup-
nost md limitu prdvé kdyz md jeding hromadny bod, coZ je prdavé kdyz limes superior
a limes inferior jsou stejné.

Piiklad. limsup,,_,..(—1)"+1/n =1, liminf, ,(—1)"+1/n = —1, limsup,,_, n =
liminf,, oo m = 00

Véta 2.13 (o limes superior). Pro posloupnost a,, oznacéme b, = sup{a,, | n > k}
a ¢, = inf{a, | n > k}. Pak plati

limsupa, = lim b a liminf a,, = lim c.
k—o0 k—o00

(Bez dikazu.)

T Véta 2.14 (Bolzano-Cauchyho podminka pro posloupnosti). Posloupnost (an)nen
mda vlastni limitu, pravé kdyz spliuje Bolzano-Cauchyovu podminku, tedy

Ve>03ng e NVm,neN, n>ng, m>ng: |an—anm| <e.
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Kapitola 3
Rady

3.1 Uvod

V této kapitole je nds cil jasny: prozkoumat, jok (a zda) je mozné secist nekonedné
mnoho éisel. Na otdzku “zda” dostaneme dobrou dopovéd’: ano, visledek je jistd
limita. Problém je, Ze ve vétdiné pripadu ten vysledek melze vycislit. To neni nasi
nesikovnosti, pomoct nekonecnijch souctu lze vyjadrit ¢isla, kterd “zatim nezndme”,
a kterd nejde vyjadrit Zadnygm koneénym procesem, treba e, log2, sinl. Ve vétsine
pripadi se proto spokojime s tim, zda zadany mekonecény soucet ddvd smysl, a zda
vysledek vyjde konecny. V mnoha pripadech jde ale ze znalosti, Ze vysledek existuje,
0 ném i néco zjistit, ale toho se zde jen dotkneme.

Definice. Nechf (ay)nen je posloupnost. Cislo Sy = a1 +as+. . .+ ay, nazveme m-
tym ¢astecnym souctem rady Ziozl ay . Souctem nekonecné Tady Zzozl an nazveme
limitu posloupnosti (Sm)men, pokud tato limita existuje. Je-li tato limita konecnd,
pak Tekneme, Ze rada je konvergentni. Je-li tato limita nekonecénd, pak vekneme, Ze
Tada je divergentni. V pripadé, Ze limita neexistuje, Ze Tada osciluje. V pripadech,
kdy limita existuje, ji budeme znacit Y .o | an.

m—41

q—1

Priklad. Pokud a, = q", je s, = 4 4

(sm), a tim zjistime, Ze

. Snadno spocteme limitu posloupnosti

L <1

o0
Z q" =< oo g>1
n=1 neexr. jinak

Poznamka. Pri pocditdni souctu Tad podle definice narazime na dva problémy:
¢asteéné soucty muze byt tézké hezky vyjddrit a (proto) mize byt obtizné zjistit jejich
limitu. Erxistuji rafinovanéjsi metody (metodu mirné rafinovanou si ukdZeme brzy,
za Vétou 3.7), pro jejich aplikaci bude ale potieba védét, zda dany soucet vibec
existuje (a je koneényj), neboli zda Fada konverguje. Tim se budeme ted (takika)
vyhradné zabyvat.

o0

ne1 On konvergentni,

L Véta 3.1 (nutnd podminka konvergence fady). Jestlize je

pak lim a, = 0.
n—oo

Poznamka. Tato podminka rozhodné NENI postacugici: napr. > - = oo (jak

1
1 n=1n
brzy uwvidime), trebaZe lim - =0.
n—oo

L Véta 3.2 (linearita fad). (i) Necht o € R\ {0}, pak

oo o0
Z an konverquje < Z aay, konverguje .

n=1 n=1

15
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Navic, pokud obé Fady konverguji, tak Y .- | a, = Y o0 | ap.
(i1) Necht > ay, konverguje a Y ., b, konverguje, pak

o0

Z(an + by,) konverguje.

n=1

Navic, pokud Fady konverguji, tak > o (an +bn) =D oo an+ Y pey b

3.2 Rady s neziapornymi ¢leny

Poznamka. Pro rady s nezdpornymi cleny podle Véty 2.11 limita édsteényjch soucti
existuje, jde tedy “jen” o to, zda tato limita je koneénd (fada konverguje) nebo
nekoneénd (tada diverguje).

L Véta 3.3 (srovndvaci kritérium konvergence fad). Necht Y .- an a > .o by,
jsou tady s mezdpornymi &leny a nechf existuje ng € N tak, Ze pro viechna n €
N, n > ng plati a,, < b,. Pak

oo o0
(7) an konverguje = Z ay konverguje,

n=1 n=1
o0 o0
(44) Zan diverguje = an diverguge.
n=1 n=1

L Véta 3.4 (limitnf srovndvaci kritérium konvergence fad). Necht Y ", an a

a
>0 | by jsou Fady s nezdporngmi cleny a mechf lim — = K € R*. Pak
n—oo n

(i) Jestlize K € (0,00), pak Z b, konverquje < Zan konverguje,

n=1 n=1

(i1) Jestlize K =0, pak (Z b, konverguje = Zan konverguje) ,

n=1 n=1

(73) Jestlize K = oo, pak <Z a, konverquje = Z by, konverguje) .

n=1 n=1

Poznamka. Typické uziti predchozi véty spocivd v tom, Ze pro zadanou fadu »_ ay,
najdeme tadu Y by, kterd se sndze zkoumd, ale pritom jde pouZit ¢dst (i), tj. kon-
vergence Y an, a Y, by, jsou ekvivalentnd.

L Véta 3.5 (Cauchyovo odmocninové kritérium konvergence fad). Necht > o~ | a,
je tada s mezdporngmi cleny.

(1) 3¢ €(0,1) IngeNVneN, n>ng: Ya, <qg= Z an, konverguge,

n=1

(o]
(44 Ig>1Ing e NVneN, n>ng: a, >q= Z a, diverguje,

n=1

oo
(#i7) nlgrolo Va, < 1= Z a, konverguje,

n=1

oo
(iv) nlgr;o Vay, > 1= Z an diverguge,

n=1
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K zamysleni: V ddstech (iii) a (iv) lze misto lim psdt lim sup.

L Véta 3.6 (o subgeometrické posloupnosti). Bud'te a,, kladnd redind cisla. Necht
pro néjaké ¢ > 0 a prirozené ng plati, Ze pro vsechna n > ny je

anJrl
QA

<q
Pak pro vhodné C plati pro vSechna n prirozend a, < Cq".

(Dikaz snadnou indukct.)

L Dusledek (limita subgeometrické posloupnosti) Budte a, kladnd redlnd
¢isla. Necht pro néjaké q € (0,1) a prirozené no plati, Ze pro vsechna n > ng je
dntl < g, Pak limy,— o0 Gy, = 0.

an

L Véta 3.7 (d’Alambertovo podilové kritérium konvergence fad). Necht Y. | a,
je fada s kladngmi cleny.

(1) g€ (0,1) Ing e NVn e N, n>ng: a2+1 <qg= Zan konverguje,

n n=1

o0
a
ntl q= Z a, diverguje,

n=1

(#9) Ig>13Ing e NVneN, n>nyp:

mn

o0
<l= Z an konverguje,

n=1

(i) lim 2°t2
n— o0 an

[e.9]
>1= Z an diverguje.

n=1

(iv) lim ntl
n—oco

(Snadno z predchoziho lemmatu.)

K zamysleni: V édsti (iii) lze misto lim psdt lim sup.
K zamysleni: Lze 7ici, zda je lepsi podilové nebo odmocninové kritérium?

Priklad. Zkoumejme fady > oo, kg (g)k_l. (K zamysleni: Co tento soucet vikd
o hdzeni hraci kostkou?) PouZijeme podilové kritérium (Slo by i odmocninové, s

s

An+1 7n+1§

an n 6

a tedy limay,y1/a, = 5/6 < 1. Proto md tada konecny soucet, ozna¢me ho S.
Muizeme ale ddle pocitat

1/5 5, 1
= — — — k,
>5(5) 3 m;
k=0 k=0
1/6 5

1—W6+6

Odsud jiz snadno zjistime, Ze S = 6.



18 KAPITOLA 3. RADY

Véta 3.8 (kondenzacni kritérium konvergence fad). Necht > 7 a, je fada s
nezdapornymi cleny spliugici an1 < ay, pro vsechna n € N. Pak

oo (oo}
Z an konverguje < Z 2"agn konverguge.
n=1 n=1

(Bez dikazu.)
Disledek Nechf o € R.

1.3, - konverguje < o > 1.

2.5, @ konverguje < o > 1.

n=>5 nlogn(loglogn)® *

K zamysleni: Cauchyho (a vlastné i d’Alambertovo) kritérium se ziskd srovndnim
s geometrickou radou )", q". Zkuste vymyslet kritérium srovndnim s radouy, 1/n%.

K zamysleni: Jak je to s fadou )

3.3 Neabsolutni konvergence rad

Definice. Necht pro fadu Y .. | a,, plati, Ze > o |a,| konverguje. Pak #ikdme, Ze
ZZO=1 an konverguje absolutné.

T Véta 3.9 (Bolzano-Cauchyho podminka pro konvergenci fad). Rada Y o | ay,
konverguje, pravé tehdy, kdyz je splnéna ndsledugici podminka

<E.

n
Ve>0dng e NVm<neN, m>ng, n>ng: ‘Zaj
j=m

(Snadno z Bolzano-Cauchyho podminky pro konvergenci posloupnosti.)

[e'S)
n=1

L Véta 3.10 (vztah konvergence a absolutni konvergence). Necht tada >
konverguge absolutné. Pak tada )", ; a, konverguje.

Qn

T Véta 3.11 (Leibnizovo kritérium konvergence fad). Necht (b,,)S%; je nerostouct
posloupnost nezdpornych éisel. Pak

Z(—l)"bn konverguje < lim b, =0.
n— 00

n=1

Poznamka. (1) Viastnost ‘b, je klesagjici posloupnost s limitou 07 znacime b, 0.
(2) Existuje zobecnénd této véty na tady ), anby,, pro b, ~\, 0. Podminka, kterou
se nahradi a, = (—1)"™ v Leibnizovu kritériu, je “fada . a, md omezené édstecné
soucty” (tzv. Dirichletovo kritérium).

Poznamka. (1) Necht Y ), a, je absolutné konvergentni Fada. Pak po libovolné
zméné poradi jejich éleni dostaneme absolutné konvergenini fadu (kterou mizeme
formdiné zapsat > -, p(ny, pro néjakou bijekci p : N — N) se stejngm souctem.
(2) Naproti tomu pokud >~ ay, konverguje, avsak nikoliv absolutné (tj. Yo" |an| =
00 ), pak zménou potadi jejich ¢lent lze dostat libovolng soucet z R*.

3.4 Soucin rad

Tak jako pro konecné soucty bychom i pro soucty nekoneéné (fady) chtéli pouzivat
distributivitu (rozndsobovani zdvorek). Je ale potieba se rozhodnout, v jakém poradi
budeme jednotlivé cleny scitat.
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Definice. Necht Y )" a, a Y .o by, jsou fady. Cauchyovskym souinem téchto

Tad nazveme Tadu
o0

(S wn ).

k=2 i=1

Véta 3.12 (o soucinu fad). Necht Y " a, a Y., b, konverguji absolutné. Pak

oo k-1 00 oo
(o) = (an) - (X tn).
(Bez dikazu.)

Priklad. Polozme

o0

exp(z) = Z % .

n=0

Pomoct vjse uvedengjch kritérii zjistime, Ze uvedend tada (s parametrem x) konver-
guje absolutné pro kazdé x, a Ze exp(0) = 1. Pomoci véty o soucinu Tad (a trochy
pocitdng) zjistime, Ze exp(x)exp(y) = exp(x + y).

Poznamka. Vybocme na chvili z rdmce zkoumdni funkci (Tad, ...) s redlnymi
hodnotami, a podivejme se na c¢isla komplexni. Ta lze formdiné zavést jako vijrazy
a+bi pro a,b € R, kde i je “nové ¢islo” spliujici i* = —1. Séitdnd, odéitani
i ndsobeni funguje podle ocekdvdni, neni tézké ukdzat, Ze lze i délit (menulovymi
éisly). Jako absolutni hodnotu éisla a + bi oznacime a2 + b%, neboli vzddlenost
od pocdtku v obvyklém zndzornéni komplexnich ¢isel v roviné. Oproti vektorovému
prostoru R? magi vsak komplexnd ¢isla (znacime C) vjhodu “pocetni” — tvori téleso
(byt ne usporddané).

Zajimavd ¢dast analyzy se zabyvd funkcemi C — C, jejich derivovdnim, atd. Tak da-
leko nepujdeme. Vsimnéme si véak, Ze posloupnosti komplexnich ¢isel lze vySetrovat
analogicky k posloupnostem éisel redlngch (jen je treba “nové interpretovat” ab-
solutnd hodnotu v definici limity). Prijdeme pouze o vghody uspotdddni, zejména
0 vétu o strdznicich. RovnézZ definici souctu fady komplexnich ¢isel miZeme opsat.
Stejny bude i vztah absolutni konvergence a konvergence. Pro zkoumdni konvergence
Fad, které nekonverguji absolutné bychom viak museli pouzit silnéjsi ndstroj' nez je
Leibnizova véta, nemdame uz totiz komfortni pojem “striddni znamének”, na kterém
je Leibnizova véta zaloZena.

Muzeme tedy vySe uwvedenou definici exp roz$iTit i na komplexni ¢isla a posléze
poloZit cosx = (exp(ix) + exp(—ix))/2 a obdobné definujeme sinx. Poté miuizeme
overit, Ze takto definované funkce maji ocekdavané vlastnosti.

1jmenovité Abel-Dirichletovo kritérium
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Kapitola 4

Funkce jedné realné
promenneé

4.1 Zakladni definice

(Pozn.: ndsledugict zikladni definice byly na predndsce z ¢asovych divodi rozstrkdny
do riznijch mist, tady je pro prehled uved'me pohromadé.)

Definice. Funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni f : M — R, kde
M C R. MnoZina M se nazyvd definiéni obor funkce f a znac¢i Dy.

Definice. Rekneme, Ze funkce f: M — R, M C R, je
rostouci, jestlize Ve,y € M, z <y: f(x)< f(y),
klesajici, jestlize Vx,y e M, z <y: f(zx)> f(y),
nerostouci, jestlize Ve,y e M, x <y: f(z)> f(y),
neklesajici, jestlize Ve,y e M, x <y: f(z) < f(y).
Definice. Rekneme, Ze funkce f: M — R, M C R, je
suda, jestlizeVe e M: —xeM & f(z)= f(—=x),
lichd, jestlizeVee M: —xzeM & (f(z)=—f(—x)),
periodicka, jestlize

Ip>0VzeM: z+peM & xz—peM & f(z)=f(zr+p).

Definice. Rekneme, Ze funkce f : M — R, M C R, je omezeni (omezend
shora, omezend zdola), jestlize f(M) je omezend (shora omezend, zdola omezend)
podmnozina R. Symbolem f(M), nebo také Hy znac¢ime mnozinu hodnot funkce f,
tj. mnozinu {f(x) : x € M}.

Definice. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, Ze funkce f nabjvd v bodé a € M
maxima na M jestlize Vo € M : f(z) < f(a),

minima na M jestlize Ve € M : f(z) > f(a),

ostrého maxima na M jestliZe Vo € M, x #a: f(x) < f(a),

ostrého minima na M jestlize Vx € M, z #a: f(z) > f(a),

21
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lokdlniho maxima (ostrého lokdlntho maxima, ostrého lokdlntho minima, lokdlniho
minima) na M jestlize existuje 6 > 0 tak, Ze f nabyvd na M N (a — d,a + 0)
svého mazxima (ostrého maxima, ostrého minima, minima).

K zamysleni: MizZe néjakd funkce nabyvat lokdlniho minima v kaZdém bodé de-
finiénitho oboru? Ostrého lokdlniho minima? Co kdyZ chceme, aby funkce byla defi-
novand na celém R? (Pozor, posledni ¢dst je tézkd!)

Definice. Budte f : M — R a g : N — R funkce, M, N C R. SloZenim téchto
funkci myslime funkci h : N' — R, kde

1. h(z) = f(g(z)) pro viechna x € N’
2. N ={zeN:g(x)e M}

Definice. Nechf f je funkce a J je interval. Rekneme, Ze f je prosté na J, jestlize
pro viechna x,y € J plati x # y = f(x) # f(y). Pro prostou funkci f : J — R
definujeme funkei inverznf f=1: f(J) — R predpisem f~(y) =z & f(x) =y.

4.2 Limity

Zacénéme pogmem, ktery popisuje, co to znamend “byt blizko bodu a”.
Definice. Necht § >0 a a € R. Prstencové okoli bodu je
P(a,6) = (a—8,a+0)\ {a};  P(+00,0) = (3, 400); P(~00,8) = (—o0, ).
Pravé a levé prstencové okoli bodu a je
Py(a,0) = (a,a+0); P_(a,0)=(a—79,a).
Okoli bodu je
U(a,8) = (a—d,a+6); U(+00,0) = (3,400); U(—00,8) = (=00, —3).
Pravé a levé okoli bodu a je
Ui(a,d) =la,a+9); U-(a,0) = (a—0d,al.

Definice. Necht f : M — R, M C R. Rekneme, Ze f md v bodé a € R* limitu
rovnou A € R*, jestlize plati

Ve >030>0Ve € Pa,d): f(x) eU(A,¢).

Znacime lim f(x) = A.

r—ra
Poznamka. (1) Hlavni uZitek v zavedent znaceni P(a,d) apod. je moznost zkoumat
najednou pripady kdy a, A jsou redind ¢isla a kdy jsou to +oo. (K zamysleni: Kolik
pripadi bychom jinak museli v definici rozlisit?) Pokud chceme nakreslit vhodny
obrazek, pak ovsiem musime stejné pripady rozliSovat.
Dalsi vijhodou je mozZnost zobecnénd, v édsti matematiky zvané topologie se obecné
zkoumd, jaké vlastnoti md mit “systém okoli” a jak pomoct takového systému nade-
finovat spojitost i pro zobrazeni mezi sloZitéjsimi objekty nez jsou redlnd c¢isla.
(2) Ekvivalentné muzZeme v definici limity psdt

Ve >036 >0 f(P(a,d)) CU(A,e).
(3) Pokud je a, A € R, pak lze definici napsat také ve formé

Ve>030>0VzeR:0< |z —a|]<d = |f(z)—A|<e.
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(4) V definici limity f : M — R v bodé a se nic nepravi o hodnoté f(a), dokonce ani
nemust byt f(a) definovdno (tj. a € M ). Co vsak chceme, je aby néjaké prstencové
okoli bodu a bylo celé v M (to plyne z definice: pokud Tikame, Ze f(x) je prokem
néjaké mnoziny, Tikdme tim implicitné téz, Ze f(x) je definovdno).

(5) Kdybychom predchozi varovdnd ignorovali (definici limity lze ponckud rozsirit),
dostali bychom pro funkce definované na M = N a pro a = 4oo definici limity
posloupnosti v novém jazyce.

(6) Jiné znacent: f(x) —= A.

Piiklad. (1) Pokud f(x) = x, pak jelim,_,, f(x) = a pro kazdé a € R*. (V definici
mizeme volit & rovno €.)

(2) Pokud f(z) = 1/|x|, pak je limy_o f(x) = co. (V definici mizeme opét volit 6
TOUNO €.)

Definice. Necht f : M — R, M C R. Rekneme, Ze f md v bodé a € R* limitu
zprava (zleva) rovnou A € R*, jestlize plati

Ve>036>0Vx € Pi(a,d): f(x)eU(Are)

(Ve >030>0Ve € P_(a,0): f(x)cU(Ae)).

Znacime limg o, f(x) = A (limy—q_ f(x) = A) nebo strucnéji f(ay) = A (f(a~) =
A).

Ptiklad. Pokud f(x) = 1/x, pak je lim,_,o, f(x) = +o0, zatimco lim,_,o_ f(x) =
—00.

Definice. Necht f: M — R, M CR, a € M. Rekneme, Ze f je v a spojita (spojité
zprava, spojitd zleva), jestlize

lim f(z) = f(a) (lim f(z) = f(a), lim f(x)= f(a)).

T—a T—raq T—a_

T Véta 4.1 (Heineho véta). Necht A € R*, f : M — R a f je definovdina na
prstencovém okoli bodu a € R*. Ndsledujici turzent jsou ekvivalentni:

(i) lim f(z) - A
(ii) pro kazdou posloupnost (xy)nen takovou, Ze

VvneN:x, € Mz, #a & li_>m Tn = a plati li_>m flz,) = A.

L Véta 4.2 (o jednoznacnosti limity funkce). Funkce f md v daném bodé nejvyse
jednu limitu.

(Ndsledugici véta byla aZ na dalsi predndsce.)

L Véta 4.3 (limita funkce a omezenost). Necht f md vlastni limitu v bodé a € R*.
Pak existuje § > 0 tak, Ze [ je na P(a,d) omezend.

T Véta 4.4 (o aritmetice limit funkei). Necht a € R*, lim,,, f(z) = A € R* a
lim, . g(z) = B € R*. Pak plati

1. limg o (f(2) + g(x)) = A+ B, MLPSS.
2. lim,, f(z)g(x) = AB, MLPSS.
f

3. lim, . L8 = 4 MLPSS.
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(Dikaz lze provést pro vSechny tri pripady najednou. Oznaéme a x b operaci a + b,
a-b, pripadné a/b. Chceme dokdzat lim,_,, f(z)*g(x) = Ax B. Podle Heineho véty
stacd dokdzat pro vSechny posloupnosti (x,) (s vlastnostmi jako v Heineho vété),
Ze lim, 00 f(zn) * g(x,) = A x B. Nyni muZeme pouzit vétu o aritmetice limit pro
posloupnosti a jesté dvakrdt Heineho vétu: to abychom zjistili, Ze lim, o f(z,) = A
a lim, o0 g(z,) = B. )

L Disledek Véty 4: Necht jsou funkce f a g spojité v bodé a € R. Pak jsou funkce
f+g, f-g spojité v a. Pokud je navic g(a) # 0, pak je i funkce 5 spojitd v a.

Piiklad. Funkce dand predpisem f(x) = x je spojitd (jeji limitu jsme uZ pocitali),
stejné jako konstantni funkce. Odsud plyne, Ze jsou spojité i vSechny polynomy a
raciondlni lomené funkce (v bodech, kde jsou definované). Elementdrni funkce jsou
téz definovdny jako spojité (s vyjimkou tg a cotg, které maji predepsané body ne-
spogitosti.

Poznamka. Véta o dvou straznicich pro funkce — na predndsce nebyla, uvddime ji
zde pro zajimavost a pro podobnost se stejnou vétou pro posloupnosti.)

Necht a € R*, f: M — R, M C R. Necht na néjakém prstencovém okoli P(a,?d)
plati f(z) < h(z) < g(x). Necht lim, ., f(x) = lim,_,, g(z). Pak existuje lim,_,, h(z)
a vSechny tri limity se rovnaji.

T Véta 4.5 (limita slozené funkce). Necht funkce f a g splriuji:

1. lim, . g(z) = A,
2. lim, 4 f(y) = B.

Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek
(P1) f je spojitd v A

(P2) 3n>0Vz e P(c,n): glx)# A

pak plati lim, . f(g(z)) = B.

s 2
Priklad. lim, o 227

Poznamka. Véta o limité monotdénni funkce — na predndsce nebyla, uvddime ji zde
pro zajimavost a pro podobnost se stejnou vétou pro posloupnosti.)

Necht f je monotdnni na intervalu (a,b), a,b € R*. Potom existuje limg_,q, f(x) i
limg_p,_ f(x).

4.3 Funkce spojité na intervalu

Definice. Vnitinimi body intervalu J rozumime ty body z J, které nejsou krajnimi.
Mnozinu téchto bodu nazgvdme vuitiek J (int J).

Definice. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, Ze f je spojitda na J,
jestlize je spojitda ve véech vnitrnich bodech J. Je-li pocdtecni bod J prvkem J, tak
pozadujeme @ spojitost zprava v tomto bodé a je-li koncovy bod J prvkem J, tak
poZadujeme i spojitost zleva v tomto bodé.

T Véta 4.6 (Darbouxova vlastnost spojité funkce). Nechf f je spojitd na intervalu
[a,b] a plati f(a) < f(b). Pak pro kazdé y € (f(a), f(b)) existuje x € (a,b) tak, Ze
flz) =y

Poznamka. Predchozi véta vypadd nendpadné, ale je velmi uziteénd. Pomoci ni
bychom napriklad ze spojitosti funkce ™ mohli snadno odvodit existenci odmocniny z
kazdého kladného ¢isla, coz na zacdtku semestru byla nelehkd véta. Obecnéji, mdme-
li spojitou funkci f, pro kterou f(a) < 0 < f(b), tak existuje koten x € (a,b) (tj.
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bod spliugici f(x) = 0). MuZeme ho nalézt napr. metodou pulent intervali, pro
¢ = (a+b)/2 zkontrolujeme, zda f(c) =0 (pak jsme hotovi), f(c) > 0 (pak poloZime
b :=¢), nebo f(c) < 0 (pak a := ¢). Tento postup je pomérné efektivni, kazdym
krokem ziskdme novou bindrnd éislici. Hleddnim jesté efektivnéjsich (tj. rychlejsich)
metod se zabyvd tzv. numerickd matematika,).

Véta 4.7 (spojitost funkce a nabyvéan{ extrémi). Nechf f je spojitd funkce na
intervalu [a,b]. Pak funkce f nabgvd na [a,b] svého mazima a minima, takZe je na
[a, b] omezend.
(Bez dikazu.)

Véta 4.8 (zobrazeni intervalu spojitou funkci). Nechf J je interval. Necht funkce
f:J =R je spojitd. Pak je f(J) interval.
(Bez dikazu.)

T Véta 4.9 (o inverzni funkci). Nechf f je spojitd a rostouct (klesagici) funkce na
intervalu J. Potom je funkce f=1 spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu f(J).

4.4 Derivace funkce

Da se tici, Ze pordadnd analyjza zac¢ind aZ tehdy, kdyZ se naucéime derivovat. Budeme
pak umét mnohem lépe zkoumat chovdni funkci (hledat extrémy, zkoumat kde je
funkce rostouct a kde klesajici), atd. Ndsledugjici definice moznd vypadd désivé, ale
jednd se vlastné o prirozeny pojem. Pokud napr. f(x) oznacuje polohu bodu na
primee v case x (a pokud je f rostouct), tak (f(a + h) — f(a))/h je primérnd
rychlost mezi ¢asy a a a + h. Limitu (pokud existuje) téchto primérnych rychlosti
muzeme nazvat okamzitou rychlosti v case a, obecné derivaci v bodé a.

Definice. Nechf f je redind funkce a a € R. Pak derivaci f v bodé a budeme

rozUumMet
) = i T =)

derivaci f v bodé a zprava budeme rozumét

rey o Jlath) = fla)
fite) = iy S,

derivaci f v bodé a zleva budeme rozumét

by o Jlath) — f(a)
(o) = iy S

Poznamka. Plati f'(a) = A prdvé kdyz f' (a) = A a f} (a) = A.

L Véta 4.10 (vztah derivace a spojitosti). Necht md funkce f v bodé a € R derivaci
f'(a) € R. Pak je f v bodé a spojitd.

T Véta 4.11 (aritmetika derivaci). Necht f'(a) a ¢'(a) ewistugi.

1. (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a), MLPSS
2. Necht je g spojitd v a pak (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a), MLPSS.

/ ’ ’
3. Necht je g spojitd v a a g(a) # 0, pak (5) (a) = %@{)@g(a), MLPSS.
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(MLPSS = Mad-li pravd strana smysl.)

(Dikaz jen pro soucet a soucin.)

Véta 4.12 (derivace slozené funkce). Necht g md vlastni derivaci v a, f md vlastni
derivaci v g(a). Pak

(fo9)'(a) = f'(g(a))g'(a),
je-li vyraz vpravo definovdn.
(Bez dikazu.)

L Véta 4.13 (derivace inverzni funkce). Necht f je na otevieném intervalu I spojitd
a rostouct (respektive klesajici). Necht f md v bodé a € I derivaci f'(a) viastni a
riznou od nuly. Potom md funkce f~! derivaci v bodé b = f(a) a plati

—1y\/ _ 1
O =

Piiklad. Podle definice a “souctovych vzorci” spocteme (e®), (sinz)’. Podle véty
o derivaci inverzni funkce odsud ziskdame (logx)" a (arcsinz)’. Z derivace e* a logz
miizeme ziskat derivaci obecné mocniny ¥t = et'°2%. (Pro t prirozené toto mizeme
sndze udélat pomoci véty o derivaci soucinu, pripadné pomoci binomické véty primo
z definice.)

Nyni, kdyz vime jok se derivace pocitd, muzeme se podivat na to, k cemu ndm bude.
Prond aplikaci bude pocéitdani limit:
Véta 4.14 (I'Hospitalovo pravidlo).
(i) Necht a € R*, limy_q, f(x) =limy_q, g(x) =0 a necht existuje lim,_,q,
o @ _ W

lim

lim ——= = .
voay g(z)  amar ()

f'(z)
g'(z) "

(4i) Necht a € R*, lim,_q, |g(x)] = 00 a necht existuje limy_q L@ - pak

g'(z)"
lim M = li [(z)
z—ay g .’IJ) T—ay g’(x) ’

(Bez dikazu.)

Jako disledek dostaneme ndsledujici vétu, kterd ndm umozni pocéitat derivace v
“divnych bodech”.

L Véta 4.15 (derivace a limita derivace). Nechf je funkce f spojitd zprava v a a
necht existuje limy_q, f'(x) = A € R*. Pak f! (a) = A.

Piiklad. Bud f(z) = e~1/2? pro x # 0, f(0) = 0. Podle vzorci pro derivaci
slozené funkce dostaneme, Ze pro x # 0 je f'(x) = 6—1/1-2?23' Protoze f je v 0
spojitd (ovérte!), tak mizeme pouZit predchozi vétu. Pokud bude existovat limita
f'(x) (zprava, zleva), bude se tato limita rovnat derivaci (zprava, zleva). Snadno se
spocte, Ze tato limita se rovnd nule, je tedy f'(0) = 0.

O néco vic prdce dd ukdzat, Ze i derivace vy$siho Tddu (tj. derivace derivace, neboli
druhd derivace, ddle treti atd.) jsou v nule rovny nule. Toto je neobvyklé, “normdini”

funkce, pokud md v nule vsechny derivace nulové, tak je nulovd vsude.

Ddle se obratme k asi nejzdsadnéjsimu pouZiti derivact — vysetrovdns pribehu funkce.
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L Véta 4.16 (Fermatova véta). Necht a € R je bod lokdlniho extrému funkce f na
M. Pak f'(a) neexistuje, nebo f'(a) = 0.

Véta 4.17 (o vztahu derivace a monotonie). Nechf J C R je interval a f je spojitd
na J a v kaZdém vnitrnim bodé J md derivaci.

1. Je-li f'(z) > 0 na int J, pak je f rostouci na J.

2. Je-li f'(x) <0 naintJ, pak je [ klesajici na J.

3. Je-li f'(x) >0 naint J, pak je [ neklesajici na J.

4. Je-li f'(x) <0 naintJ, pak je f nerostouci na J.
(Bez dikazu.)

Poznamka. Pouzitim predchozi véty miuzeme i snadno zjistit, kde jsou (lokdini)
extrémy. Fermatova véta ndm dala pouze nutnou podminku: tj. ziskdme seznam
bodu, ve kterych muZe byt extrém, ale uz ndm nerekne zda tam skutecné je extrém,
nebo jen tzv. stacionarni bod (jako u funkce x®). Naproti tomu, pokud v néjakém
levém okoli bodu a je funkce f rostouci a v pravém okoli a je klesajici, tak md f v
bodé a mazimum. (Analogicky pro minimum.)

4.5 Konvexni a konkavni funkce
Definice. Necht f md vlastni derivaci v bodé a € R. Oznacme

To={[z,y]: z€R, y=f(a) + f(a)(z —a)}

tecnu ke grafu f v bodé [z, f(x)]. Rekneme, Ze bod [z, f(z)], x € Dy lez nad (pod)
tecnou Ty, jestlize plati

f@) > f(a)+ f(a)(z —a) (f(z) < [f(a)+ [ (a)(z—a)).
Definice. Druhd derivace funkce f v bodé a (f"(a)) je derivace funkce f'(x), cili

i S0 1) = (@)

h—0 h

Definice. Funkce f na intervalu I nazveme konvexni (konkdvni), jestlize

f(z2) — f(x1) < f(xs) — f(z1)

T2 — I xr3 — I

(f($2) — f(z1) > f(x3) — f(331)).

To — T Ir3 — I1

Vai, 20,23 €1, 1 <10 < 23 =

Funkci nazveme ryze konvexni (ryze konkavni), je-li prislusnd nerovnost ostrd.

Poznamka. Pokud je f' spojitd na I, tak je f konvexni prdvé tehdy, kdyZ pro
kazdé a € I lezi graf funkce f nad teénou T,.

Definice. Funkce f md v bodé a inflexi (a je inflexni bod), jestlize f'(a) € R a
existuje § > 0 tak, Ze

(i) Ve € (a—d,a) : [z, f(x)] lezd nad tecnou,
(i1) Va € (a,a+ ) : [z, f(x)] led pod tecnou,

nebo
(i) Ve € (a—d,a) : [z, f(x)] lezl pod teénou,

(i) Va € (a,a+0) : [z, f(2)] lezd nad teénou,
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Véta 4.18 (vztah druhé derivace a konvexity (konkavity)). Necht f md na intervalu
(a,b) spojitou pruni derivaci.

Jestlize Vo € (a,b) : f"(x) >0, pak f je ryze konverni.
Jestlize Vx € (a,b) : f'(x) <0, pak f je ryze konkdvni.
Jestlize Vx € (a,b) : f"(x) >0, pak f je konvexn.
Jestlize Vx € (a,b) : f"(x) <0, pak f je konkdvni.

(Bez dikazu.)

Véta 4.19 (podminky pro inflexi). (1) (nutnd) Nechf f”(z) # 0. Pak z neni
inflexni bod funkce f.
(2) (postacugici) Necht f md spojitou proni derivaci na intervalu (a,b). Necht z €
(a,b) a plati

Vz € (a,2): f"(z) >0 aVz € (2,b) : f’(z) <O0.

Pak z je inflexni bod f.
(Bez dikazu.)

4.6 Prubéh funkce

Definice. Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v oo
(resp. —o0), jestlize

lim (f(x) — (ax+b)) =0 (resp. lim (f(z) — (ax +b)) = 0).

T—r 00 Tr—r—00

Véta 4.20 (tvar asymptoty). Funkce f md v oo asymptotu ax + b, prdvé kdyz

lim @:aeRa lim (f(z) —az) =beR.

r—oo X T— 00

(Bez dikazu.)

Uved'me si v souhrnu, jak vySetrovat pribéh funkce:

Uréime definiéni obor a obor spojitosti funkce.

Zjistime pruseciky se soutadngmi osami.

Zjistime symetrii funkce: lichost, sudost, periodicitu.

Vypocteme asymptoty funkce.

Dopoéitame limity v kragnich bodech defini¢niho oboru a v bodech nespojitosti
(pokud existuji).

SARSENCIRS

6. Spocteme pruni derivaci, uréime intervaly monotonie a nalezneme lokdlni a
globdini extrémy.

7. Spoc¢teme druhou derivaci a uréime intervaly, kde je f konvexni nebo konkduvnd.
Uréime inflexnt body.

8. Nacrineme graf funkce a urc¢ime obor hodnot.

4.7 Elementarni funkce

Nyni si ukdzZeme, jak muzeme vyuzit vybudované ndstroje na analyzu nékterych
funkci.

Véta 4.21 (zavedeni exponencidly). Existuje prdvé jedna funkce exp : R — R
splriugici:
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. exp(z) je rostouci na R,

. Va,y € R exp(z+y) = exp(x) exp(y),
. exp(0) =1,

Hexp = (07 OO),

. €xXp je spojitd

exp(z)—1 _ 1
— .

SYECIE NG SN

lim
x—0

(Dikaz — jen édst: Zavedli jsme exp(z) = >0~ o % Neresili jsme spojitost, ostatni
naznacili. Z posledniho bodu jsme jiz drive odvodili, Ze (exp(z))’ = exp(z), odsud
bychom mohli jinak dokdzat, Ze exp je rostouci. Také bychom si mohli vsimnout, Ze
i druhd derivace je kladnd, takZe exp je konvexni funkce.)

(Tady skondila predndska, ndsleduje bonus.)
Definice. Funkci inverzni k exponencidle exp nazgvdme logaritmus log.
Véta 4.22 (vlastnosti logaritmu). Funkce log splriuje:

1. log : (0,00) = R je spojitd rostouct funkce,
2. V:r,yl >(0 log(zy) = log(z) + log(y),

iy log(z)
3’311_)m1 = =1

(Bez dikazu.)

Drikaz jsme nestihli, plynul by vsak snadno z véty o inverznid funkci a véty o limité
slozené funkce.

Definice. Necht a >0 a b € R. Pak definujeme a® = exp(blog(a)). Je-li b > 0 pak

. _ loga
definujeme log, a = Tog b

Poznamka. (1) Umocriovdni md viechny “oéekdvané” vlastnosti, tj. napr. log(a®) =
bloga, a* = (a®)¢, a’T¢ = aba®, a® =1, a' = a (vée pro a > 0, jinak obecnou moc-
ninu nemdme definovanou). Uvédomte si, Ze odsud plyne, Ze a™ a al/" = /a je
definovdano tak, jako drive.

(2) Oznacime-li e = exp(l), pak loge = 1 a podle definice je e* = exp(z - 1) =
exp(z). Cislo e = 2.718281828... se nazjvd Eulerovo ¢islo. Kromé tohoto vztahu
s exponencidlou je e také hodnota Tady

<1
D i

n=0

1 n
lim (1 + )
n— 00 n

(na to je potieba chvilku pocitat, treba pouzit Heineho vétu a vétu o limité sloZené
funkce).

(to je podle definice) a limity

Ddle jsme si v rychlost rekli o trigonometrickiych funkcich a funkcich k nim inverz-
nich. Pro tplnost si zde uved'me jejich vlastnosti.

Véta 4.23 (zaveden{ sinu a cosinu). Existuji funkce sin : R — R a cos : R — R
splniugici:

1. Vx,y € R sin(z+y) =sinzcosy + coszsiny,
Ve, y € R cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny,
Vz,y € R cos(—x) = cosz, sin(—z) = —sinz,
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2. existuje kladné ¢islo w tak, Ze sin je rostouci na [0, 37] a sin(zm) =1,

3. lim 822 — 1.
z—0 T

Funkce sin a cos (a ¢islo w) jsou témito vztahy uréeny jednoznacné.
(Bez dikazu.)

Poznamka. Odsud jiZ plynou vSechny ostatni vlastnosti funkci sinus a cosinus, tj.
napf. vzorec pro sin(2z), cosx/2, sin® x + cos®>x = 1, atd.

Definice. Prox € R\{§ +kn: k€ Z} ayec R\ {kn:kecZ} definujeme funkce
tangens a cotangens predpisem

sin x ¢
tgr = a cotgy =
Ccos T

Véta 4.24 (spojitost sinu a cosinu). Funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svém
definicnim oboru.

(Bez dikazu.)

Definice. Necht

Definujeme arcsin (respektive arccos, arctg, arccotg) jako inverzni funkci k funkci
sin® (respektive cos®, tg*, cotg® ).

K zamysleni: Rozmyslete si, ¢emu se rovnd sinarcsinz a ¢emu arcsinsin x.

Poznamka. o Jak bylo uZ wvedeno vyse, sinus a cosinus lze zavést vztahy.
i, —iw 3 iv__—iw
cosx = &t — gsing = &6—.
2 21

e Poznamenejme, Ze obdobné se definuji tzv. hyperbolické funkce sinus hyperbo-

licky a cosinus hyperbolicky. sinhz = < _2671 acoshx = % (Tyto funkce
se nazyvagi hyperbolické nebot se k rovnoosé hyperbole (v — 1/x) maji tak,
jak goniometrické funkce (sinus a spol.) ke kruznici.




