
Kombinatorické etudy 8 – LS 2013/2014

1. (3.20) Bud’ n pevné. Označme ak počet permutaćı [n] (= {1, . . . , n}), které maj́ı
právě k inverźı. Ukažte, že∑

k

akx
k = (1 + x)(1 + x+ x2) . . . (1 + x+ · · ·+ xn−1) .

2. (4.25)

(a) Bud’ G orientovaný graf bez 2-cykl̊u, bud’ A jeho orientovaná matice soused-
nosti: je-li (i, j) hrana, pak Ai,j = 1, Aj,i = −1; na mı́stech neodpov́ıdaj́ıćıch
hranám jsou nuly.

Dokažte, že počet perfektńıch párováńı je alespoň |Pf A|.

(b) Pro každý orientovaný graf jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

(a) |Pf A| je rovno počtu perfektńıch párováńı;

(b) Pokud kružnice C je stř́ıdavá vzhledem k některému perfektńımu párováńıG,
tak má v obou směrech lichý počet hran.

(c) Bud’ M0 pevné perfektńı párováńı. Pokud kružnice C je stř́ıdavá vzhledem
k M0, tak má v obou směrech lichý počet hran.

3. (9.31) Pokud pro G1 i G2 plat́ı χ(Gi) = ω(Gi), tak to plat́ı i pro jejich silný
součin G1 �G2.

4. (10.35) Bud’ G graf neobsahuj́ıćı Kk+1. Ukažte, že existuje k-barevný graf H
s vrcholy V (G) takový, že každý v ∈ V (G) splňuje degH(v) ≥ degG(v). Odvod’te
odsud Turánovu větu.

5. (14.14 – už to skoro máme!)*

(a) Mějme opět obarveny k barvami všechny podmnožiny n-prvkové množiny S,
přičemž n ≥ N(k, t). Ukažte, že existuj́ı disjunktńı množiny A1, B1, . . . , At, Bt

takové, že pro libovolnou pevnou posloupnost 1 ≤ i1 < · · · < i` ≤ t všechna
sjednoceńı ve tvaru Ci1 ∪· · ·∪Ci` (kde každé Ci je jedno z Ai, Bi nebo Ai∪Bi)
maj́ı stejnou barvu.

(b) Dokažte, že pro libovolná k, r existuje n = n(k, r) s následuj́ıćı vlastnost́ı:
kdykoli je množina všech podmnožin n-prvkové množiny S obarvena k barvami,
tak existuj́ı neprázdné disjunktńı množiny X1, . . . , Xr ⊆ S takové, že všechna
neprázdná sjednoceńı některých z nich maj́ı tutéž barvu.
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