
Kombinatorické etudy 11 – LS 2013/2014

1. (3.22)
(a) Bud’te x1, . . . , xn reálná č́ısla. Pro každou permutaci π množiny {1, . . . , n} definujme

a(π) = max{0, xπ(1), xπ(1) + xπ(2), . . . , xπ(1) + xπ(2) + · · ·+ xπ(n)} .

Uvažme cykly C1, . . . , Ck permutace π a položme

b(π) =

k∑
l=1

max
(
0,
∑
j∈Cl

xj
)

Ukažte, že {a(%) | % ∈ Sn} a {b(π) | π ∈ Sn} jsou stejné (jako multimnožiny).
(b) m chlapc̊u a m d́ıvek při tanci vytvoř́ı náhodné kruhy (v jednom kruhu může být libovolný počet

tanečńık̊u(-ic), i dva či dokonce jen jeden). Dokažte, že pravděpodobnost, že v každém kruhu je stejný počet
chlapc̊u a d́ıvek, je přesně 1

m+1 .

2. (4.29)* Označme an počet zp̊usob̊u, jak lze pokrýt šachovnici 2n×2n pomoćı domin 2×1. Dokažte vzorce

(a) an = 22n
2 ∏n

k=1

∏n
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(
cos2 kπ

2n+1 + lπ
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)

(b) an = 2n
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Matice má n− 1 sloupc̊u, bn−12 c řádk̊u v prvńım bloku, bn2 c řádk̊u v druhém bloku.

(c) Spočtěte limn→∞
an
n2 .

3. (9.33) Které z předchoźıch úloh na tomto mı́stě popisuj́ı konstrukci perfektńıch grafy? (Graf G je perfektńı,
pokud pro každý indukovaný podgraf H plat́ı, že χ(H) = ω(H).)

4. (10.37) Necht’ graf s n vrcholy a m hranami neobsahuje žádný podgraf Kr,r. Dokažte, že m < Cn2− 1
r ,

kde C záviśı jen na r.

5. (14.14 – už to skoro máme!)*

(a) Mějme opět obarveny k barvami všechny podmnožiny n-prvkové množiny S, přičemž n ≥ N(k, t).
Ukažte, že existuj́ı disjunktńı množiny A1, B1, . . . , At, Bt takové, že pro libovolnou pevnou posloupnost
1 ≤ i1 < · · · < i` ≤ t všechna sjednoceńı ve tvaru Ci1 ∪ · · · ∪ Ci` (kde každé Ci je jedno z Ai, Bi nebo
Ai ∪Bi) maj́ı stejnou barvu.

(b) Dokažte, že pro libovolná k, r existuje n = n(k, r) s následuj́ıćı vlastnost́ı: kdykoli je množina všech
podmnožin n-prvkové množiny S obarvena k barvami, tak existuj́ı neprázdné disjunktńı množinyX1, . . . , Xr ⊆
S takové, že všechna neprázdná sjednoceńı některých z nich maj́ı tutéž barvu.

Nápověda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/
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