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Tento text se vztahuje k predmétu NMAIO68 — Proseminar z matematické analyzy
tak, jak jej v LS 2011/12 prednésel R. Sdmal. Na zapisu se podileji jednotlivi stu-
denti, viz idaj u jednotlivych poznamek. Upozornéni na chyby, nepfesnosti atd.
jsou vitany.



1 Uvod do ODR (1.3.2012)
Zapsali: Duc Trung Ha & David Pégrimek

1.1 Uvod, piehled.
& Obycejné diferencidlni rovnice
aneb co by mél kazdy spravny , matfyzak® znat!
©  Funkciondlni analysa
aneb Ize skloubit algebru s matematickou analysou?

& Teorie miry a Lebesgueuv integral

aneb jak matematicky popsat obsah a objem; jak rozsekat hrasek, aby z ného
slo postavit slunce, a jak to vse souvisi s nize uvedenym obrazkem?!

{ Dalsi témata dle zdjmu studentu

aneb co se jinam neveslo...

1.2 Obycejné diferencidlni rovnice: co jsou a pro¢ jsou.

2

V této ¢asti se budeme zabyvat obyc¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi® a metodami

pouzivanymi k jejich vyfeseni.
n n

AN AN
Definice 1.1. Znacend f' -/ (x), nékdy téz £ (), f'-- ' éijen f™), bude prirozené
znacit n-tou derivaci funkce f podle x. Presnd induktivni definice jest

f (x) : { [f("_l)(x)]/ Zﬁn c 7+
1.2.1 Motivaéni priklad
Piiklad. Najdéte funkci y(x) (tj. funkciy v proménné x) takovou, Ze
Yy 4+ 22y =0

3

Reseni. Jako ,sprdvni matfyzici® si vysledek tipneme® a uvidime, jestli odpovidd

zaddni: ,
ylz) =c-e ",
pro x € R a konstantni parametr ¢ € R.
Pro kontrolu dosadime:
Y (@) + 20y =(c- e ™) + 2y =c-e " (=2z) + 22(c- e ) =0.

Tipli jsme si tedy spravné. Ale jsou to skutetné vSechna mozné reSeni?

INa obrézku je znizornén ,Banachiiv-Tarskiho paradox®.
2zkrdcené ODR
3Ve skuteénosti jsme k nému dogli vypoétem, ale zatim nepiedbihejme.



1.2.2 Aplikace ODR

1. volny pad
Budeme zkoumat pohyb padajiciho micku v ruznych prostiedich a v ruzném
smeéru letu.

(a)

Varianta ,,vakuum*

Piiklad 1.2. Upustime micek ve vakuu (tedy zanedbdvdme tieni a jiné
neprijemnosti).

Bud y(t) funkce hloubky (vzhledem k pocdteéni vysce) v zdvislosti na
case. Slavny Druhy Newtonuv pohybovy zdkon tvrdi, ze

F=m-a,

kde F a m jsou (z pohledu matematika) nezajimavé konstanty. Ovsem
zrychleni a lze vyjadiit jako

a=-—y
Protoze F a m jsou konstantni, snadno nahlédneme
/!
y" =c,proc > 0.

Témto rovnicim se fikd ODR 2. fddu, neb se v nich vyskytuje 2. derivace
jako nejvyssi ze vsech derivaci.
Varianta ,,ve vzduchu*

Priklad 1.3. Upustime micek tentokrdl ve vzduchu (tedy tieni a jiné
neprijemnosti uz nam tolik nevadi, proto s nimi i pocitdme).

Lze pfijit na to (experimentédlné ¢i vlastni virou), ze odpor vzduchu je
pfimo tmérny ¢tverci rychlosti, v matematické notaci

T odpor ~ 1 (/)2
Ten ocividné v linedrné mite snizuje zrychleni padu, konkrétné
y” =c—k- (y/)2a

kde ¢ > 0 je konstanta z pfedchozi varianty tlohy a k > 0 je néjakd nova
konstanta (miry vlivu odporu vzduchu na pad).

4Znaménko ,—“ je pro spravny smér vektoru zrychleni.



(¢) Varianta ,z dalky*

Piiklad 1.4. Nyni upustime micek z velké ddlky, lépe Teceno z ,,vysoké
vysky“ (jakoby z kosmu,).
Bud y(t) funkce vzdalenosti micku od stiedu Zemé® v zavislosti na ¢ase.
Snadno se nahlédne (ale dikaz prenechme fysikim), ze
c
/!
y' = .
Y2
2. vyvoj populace
Bud y(t) funkce poctu jedinct (bakterii, kraliki, uzivateltt Facebooku...) v ¢ase
t. Muzeme pak vyvoj takové populace modelovat nékolika zpusoby, napf. jed-
noduchou ODR 1. fadu®
y=cy
¢l ,propracovanéjsi“ ODR 1. radu berouci i v potaz omezeni shora (velikost
Petriho misky, rozloha pastviny, kapacita Internetu...)

kde K bude representovat tento horni strop pro kardinalitu populace.

3. vedeni tepla
Bud u(z,t) funkce teploty v ¢ase t a v bodé z (pro jednoduchost uvazujme
1-rozmeérny piipad — i tak to bude slozité azaz). Vedeni tepla lze modelovat
sparcidln{ diferencidlni rovnici“ (obsahujici parcidlni derivace)

ou(x,t) @
ot Oz

Uvédomime-li si, co je to z fysikdlniho hlediska ,tok tepla“, okamzité nds
napadne zavislost

ou

Nakonec nahlédneme, jak souvisi zména energie v daném bodé s tokem tepla,
a dosadime takto:

0%u

. 0
1 AEnergie ~ 1 %toku ~ 1 Eroh

Poznamka: Dosti podobnym jevem ze svéta financnictvi a cennych papiru je
takzvana ,, Blackova-Scholesova rovnice“ modelujici hodnotu opci evropského

typu.

1.3 ReSeni zdkladnich typu.
Priklad 1.5. Vyieste ODR 2. tddu

y'(t) =c

pro néjakou pevné danou konstantu c € R.

5jakozto planety Zemé s velkym pocateénim pismenem v nazvu
6diferencidlnf rovnici s 1. derivaci jakozto nejvyssi



Tuto tlohu snadno vyftesi i student 1. rotniku Informatiky na MFF UK. Nejde
totiz o nic ,,svétoborného*, pouze se dvakrat nalezne primitivni funkce:

y'(t)=c-t+d
42

t
y(t) = 5 +d-t+e

Tento priklad je spiSe ilustrativni. Znazoriiuje 1 z moznych cila, kterych chceme
pri feSeni ODR dosdhnout — rovnici pifimo vyftesit.

Na zcela opa¢ném konci spektra obtiznosti lezi 1 ze 7 miléniovych problémii,
tzv. ,Navierovy-Stokesovy rovnice“ (konkrétné rozhodnout, zda-li jsou vzdy fesi-
telné).

Reseni tohoto otevieného problému je asi stejné trivialni jako rozfesit problém
P vs. NP“ ¢i dokazat ,Riemannovu hypotesu®“ — tedy tloha pro studenta Be. studia
na MFF UK tézkd vice nez dost.”

Tyto rovnice jsou na druhou stranu ukazkou jiného cile pfi feSeni diferencialnich
rovnic, tedy spise analysovat vlastnosti (nebot iplné vy¥egeni by bylo pFilis obt{Zné).
Definice. ODR (1. Tddu) je rovnice tvaru ,y' = f(z,y)“ pro f : D — R, kde
D C R2. Presnéji se snazime pro néjakyj interval J C R nalézt funkci y(x) : J — R
takovou, Ze y'(x) = f(x,y(x)) pri (x,y(x)) € D.

Na obrazku to lze nahlédnout tak, Ze na oblasti D mame zadané tzv. ,smérové
pole“ (znazornujici pozadované ndklony pripadnych te¢en v danych bodech). Snazime

se jim ,protdhnout“ néjakou funkci, tak aby teény v kazdém bodé respektovaly
zadani smérového pole.

Poznamka: Toto byl tzv. , explicitni zapis“ ODR. , Implicitnim zapisem“ ODR
(obecné n-tého fadu) je minéna rovnice F(x,y,...,y™) = 0.

1. typ: v = f(z) (primitivni funkce)

V kazdé x-ové souiadnici je funkei f(x) pevné zadéna zadand smérnice® funkce
y(z). To je zndzornéno na nésledujicim obrazku:

Tento typ zname jiz z MA2, jednd se o tzv. ,primitivni funkce“. Ty jsou jed-
nozna¢né dany az na konstantu:

wo) = [ f@)+C

pro C € R.

Pii fesenf ODR médme vsak ¢asto zaddny i po¢dtetni podminky (puvodn{ pocet
bakterii, kralikt, uzivateli Facebooku...) a to ve tvaru y(z¢) = yo. To ndm pomuze
pro urceni jednozna¢né primitivni funkce véetné konstanty:

mm=m+49w>

Vsimnéme si, ze muzeme provést ,pseudokontrolu” korektnosti pii dosazeni krajni
hodnoty x := xy a Ze povede ke spravné pocatecni podmince.

2. typ: ¥ = g(y) (jisté ne primitivni funkce)

7Ovsem ne tplné nemozné, jak lze vidét z pifkladu dnes jiz vyfesené ,Poincarého domnénky.
8tangens hlu naklonéni teény v pifslusném bodé



Uvédomme si, ze jde o velice podobnou 1lohu jako predtim — v kazdé tentokrat

y-ové souradnici je funkci{ g(y) pevné zaddna ziddand smérnice pro funkci y(z).
Obrézkoveé:

Pro g(y) = 0 je situace velice jednoduchd. Rovnice se zjednodus{ na y'(x) = 0,
tedy funkce ma lokalni minimum i maximum v kazdém bodé, neboli lidsky fe¢eno
je konstantni.

Pro g(y) # 0 si ukdzeme (mnemotechnicky) postup feseni, jaky pouzivaji en-
gineefi a economové. Rozepiseme funkci y' jako

dy
dx
Protoze g(y) # 0, muZeme prohodit pravou stranu a jmenovatel
dy
9(y)

a prirozené nas napadne zintegrovat obé strany

i

Oznaéfme-li primitivn{ funkci z levé strany jako H(y),? ziskdme findln{ tvar

9(y)-

= dx

H(y)=x+C,

pro C' € R. To vypada ponékud typoveé Spatné, ale rovnice ve skutecnosti obsahuje
pouze funkce v proménné x takto

H(y(z)) =z + C.
Priklad 1.6.

y =2y
dy
— =2
dz 4
W _ / dz
—2y
dy
Inly| = -2z — 2C
y — :l:672:1:+k:
y=A-e %"

kde k € R a A € R\ {0} jsou néjaké nezajimavé konstanty. Tudiz y = A-e~ 2%
pro A € R jsou teSent této ODR. Vyvstdvd prirozend otdzka: ,Jsou vSechna?“ —
Ano.

Diikaz. (ndstin dukazu) Nahlédneme, ze

(y(z)-€*) = o - 4y-2.* =0,

~~

:—Qy
neboli y(z) - €** musi byt nutné konstantni (pro y(z) spliujici danou ODR). Ta
v nasem piipadé odpovidd vyse uvedené konstanté A. O

9Pozor, neplefte si s funkef entropie!



Nyni se vratime zpédtky do kuzi ,matfyzaka“ a ukdzeme si (aspon ndznakem),
pro¢ tato metoda vubec muze fungovat.

Diikaz. (ndstin dikazu) Hleddme y = ¢(z) <:uu> x = ¢~ !(y). Aplikaci véty
o derivaci inversni funkce z MA1 dostaneme
1 1
=o'y = 5= = —,
oW ¢'(x)  g(y)

kde druhd rovnost je zminovand derivace inversni funkce a posledni rovnost jsme
ziskali ze zaddni ODR. Tedy muzeme nyni korektné zintegrovat obé strany. O

Ukézka (ne)jednoznaénosti.

Piiklad 1.7.
Y =yl

BUNO y > 0.

Pokracovdni priste. . .



