
2. cvičeńı z MA3 – 11.10.2011

Vı́cerozměrné integrály – Substituce

Bud’ U ⊆ Rn otevřená množina, ϕ : U → Rn libovolné zobrazeńı. Řekneme, že ϕ je regulárńı, pokud

• ϕ ∈ C1(U) (tj. existuj́ı všechny parciálńı derivace a jsou spojité)

• ϕ je prosté

• matice Dϕ(u) má plnou hodnost pro všechna u ∈ U .

Hodnotu Jϕ(u) = detDϕ(u) nazveme Jakobiánem zobrazeńı ϕ v bodě u.
Plat́ı věta o substituci: Bud’ A ⊆ Rn omezená, jej́ı hranice ∂A bud’ nulová a ϕ : A→ Rn bud’ regulárńı na
vnitřku A. Pak pro funkci f : ϕ(A)→ R plat́ı∫

A

(f ◦ ϕ)|Jϕ| =
∫
ϕ(A)

f .

1. Zamyslete se i nad geometrickým či fyzikálńım smyslem výsledku
(a)

∫
ω

1 dx dy, kde ω = {[x, y] : x2 + y2 ≤ a2}, pro a > 0.
(b)

∫
ω

(x2 + y2) dxdy, kde ω = {[x, y] : x2 + y2 ≤ a2}, pro a > 0.
(c)

∫
ω

(x2 + y2) dxdy, kde ω = {[x, y] : x2 − 2cx + y2 ≤ 0}, pro c > 0.
(d)

∫
ω
x dxdy, kde ω = {[x, y] : x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0}, pro a > 0.

(e)
∫
ω

√
a2 − x2 − y2 dx dy, kde ω = {[x, y] : x2 + y2 ≤ ax}, pro a > 0.

2. Vypoč́ıtejte objem tělesa
(a) koule o poloměru R
(b) ohraničeného plochami z = 0 a x2 + y2 + z = 4
(c) ohraničeného plochami z = x2 + y2 a x2 + y2 + z2 = 6

Poč́ıtáńı s komplexńımi č́ısly

3. Najděte reálnou a imaginárńı část č́ısel (a) 1
i , (b) 1−i

1+i , (c) 2
1−5i , (d) (1 + i

√
2)3.

4. Zapǐste následuj́ıćı č́ısla v goniometrickém tvaru (a) 3i, (b) −5, (c) 1 + i, (d) −3− 3i.

5. Najděte všechny hodnoty komplexńıch odmocnin, tj. všechna řešeńı rovnice zn = a (a) 3
√

1,
(b) 3
√
i, (c) 4

√
−i, (d)

√
1− i.

6. Načrtněte množinu všech bod̊u v komplexńı rovině splňuj́ıćı vztahy (a) <z ≥ 3, (b) =z < 0,
(c) |<z| < 2, (d) |z − 1| ≤ 1, (e) 1 < |z| ≤ 2, (f) |z − 2|+ |z + 2| = 5, (g) |<z|+ |=z| ≤ 1.


