Kombinatorické etudy 5 — LS 2010/2011

1. (2.21 — zbylo z minula) Bud X = {z1,...,z,} mnozina s ¢astecnym usporaddnim
<. Matici A nazveme kompatibilni, pokud

Ai’j#0:>.’ti§$j.
Ukazte, ze soucet, soucin a (existuje-li) inverze z kompatibilnich matic je kompati-
bilni. — Zbyva uz jen inverze.

2. (5.12) Bloudime v bludisti (neorientovany graf), za¢indme ve vrcholu z¢. Dodrzujeme
pfitom tato pravidla:

e Nikdy nepouzijeme tutéz hranu dvakrat ve stejném sméru.

e Pii prvni ndvstévé vrcholu x # xy si oznac¢ime hranu, kterou jsme ptisli. Tuto
hranu pouzijeme k odchodu z = az kdyz nebudeme mit jinou moznost, tj.
vSechny ostatn{ hrany z = jsme uz smérem z x prosli.

Ukazte, ze se zasekneme v xg a to az v momenté, kdy jsme prosli kazdou hranu v
obou smérech.

3. (9.7) Kategoridlni souc¢in grafu je definovan nasledovné: V(G x Vo) = V(G1) %
V(Gg), E(Gl X ‘/2) = {{(ul,UQ>,(U1,U2)} D uUv € E(Gl),UQUQ S E(Gg)} (DO-
porucuji obrazek.)

e X(G1 x Ga) < min{x(G1), x(G2)}
e X(G x G) =x(G)
e x(G x K,,) = min{x(G),n}

e * Ukazte, ze pokud G je souvisly a x(G) > n, tak G x K,, ma jednoznacné
n-obarven{ (az na permutaci barev).

Kolik n-obarveni muze graf mit?

4. (11.8 — zbylo z minula) Bud’ G graf, jehoZ grupa automorfismu obsahuje regulérni
komutativni podgrupu T'. (Reguldrni znamend, ze pro kazdé u,v € V(G) existuje
pravé jedno v € T, ze y(u) = v, ozna¢me ho 7, ,. Specidlné tedy G je tranzitivni.)
Bud x charakter grupy T' (neboli homomorfismus do komplexnich éfsel s ndsobenfm).
Bud v jeden z vrcholu G. Ukazte, Ze

Z X(’Yvo,v)

v:wovEE(G)

je vlastni ¢islo G.

5. (12.4) Bud T = {g1,...,9n} grupa. Definujme barevny digraf G tak, 7ze z g;
do g; povede hrana barvy k pravé kdyz gigj_1 = gi. Jakd je grupa automorfismu
vzniklého barevného digrafu? (Automorfismy museji zachovdvat orientaci i barvy.)

6. (15.3 — zbylo z minula) Necht 0 < i < r. Vytvoime graf L;(K) jehoz vrcholy
jsou r-tice z n prvkua (¢ili hyperhrany hypergrafu K7), a dvé r-tice A, B sousedi,
prave kdyz |A N B| = i. Ukazte, ze pro dostatecné velké n je kazdy automorfismus
L;(K}) uréen permutaci V (K7).



