
Kombinatorické etudy 3

1. V soutěži ve skoku dalekém opět skáče n skokan̊u v náhodném pořad́ı (a žádńı dva
neskoč́ı stejně). Sázková kancelář přij́ımá pouze jeden druh sázek: po provedeném
skoku si lze vsadit na to, že závodńık co právě skočil bude celkový v́ıtěz. Protože
jsme přǐsli pozdě, můžeme sázet až po k-tém skoku. Jaká je pravděpodobnost výhry?
(Máme jenom jeden tip.)

2. Rovinný graf s n vrcholy má maximálně 3n− 6 hran. Pokud nemá trojúhelńıky,
tak maximálně 2n− 4 hran.

3. Graf G1 ×G2 (kategoriálńı součin) je souvislý, právě když G1 i G2 jsou souvislé
a jeden z nich obsahuje lichou kružnici.

4. Bud’ G bipartitńı graf s partitami A, B a M párováńı v G. Označme A1, B1

množiny těch vrchol̊u z A, B, které nesoused́ı s hranou z M . Vytvořme maximálńı
les F ⊆ G, který splňuje

• každý vrchol x ∈ V (F ) ∩ B soused́ı s dvěma hranami z F , jedna z nichž je i
v M ;

• každá komponenta F obsahuje vrchol z A1.

Dokažte, že M je maximálńı párováńı právě když žádný vrchol z B1 nesoused́ı s
vrcholem z F .

Odvod’te z toho Königovu větu (z minulé série: ν(G) = τ(G)). Odvod’te z toho
algoritmus na nalezeńı maximáńıho párováńı v bipartitńıch grafech.

5. Vrcholy grafu G lze pokrýt nejvýše α(G) disjunktńımi kružnicemi, hranami a
vrcholy.

6.
(a) Pokud každý vrchol grafuGmá stupeň alespoň 3, takG obsahuje děleńıK4.
(b) Stejný závěr plat́ı pokud graf s n ≥ 4 vrcholy má alespoň 2n− 2 hran.


