
11. cvičeńı z MA — 6. a 7.5.

Ještě vázané extrémy

1. Najděte extrémy funkce
(a) f(x, y, z) = xyz pro x+ y + z = 0 a x2 + y2 + z2 = 1.
(b) f(x, y, z) = xy + yz pro x2 + y2 = 2, y + z = 3, x, y, z > 0.

2. Najděte extrémy kvadratické funkce f(x1, . . . , xn) =
∑n

i,j=1 ai,jxixj pro x2
1 + · · ·+ x2

n = 1. (Tuto úlohu
znáte z lineárńı algebry, vyzkoušejte si, že Lagrangeovy multiplikátory vedou k ćıli také.)

3. Tři rezistory o odporech R1, R2, R3 jsou zapojeny paralelně. Jak se mezi ně rozděĺı proud velikosti I,
pokud věř́ıme tomu, že rozděleńı bude splňovat I1 + I2 + I3 = I a bude mı́t minimálńı energii
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4. Fermat̊uv princip ř́ıká, že světlo si mezi dvěma body š́ı̌ŕı trasou, která trvá nejkratš́ı čas. Odvod’te
odsud, jak se zlomı́ paprsek při přechodu mezi dvěma prostřed́ımi (přechod je rovina). (Pro jednotnost
značeńı: rychlost světla v p̊uvodńım prostřed́ı je v, v novém w, úhel mezi kolmićı k rovině přechodu a
paprskem dopadaj́ıćım je α, paprskem zlomeným β.)

Metrické prostory

Koule v metrických prostorech

5. Pro p ∈ [1,∞) je na Rn dána metrika

ρp(x, y) = ‖x− y‖p = (|x1 − y1|p + |x2 − y2|p + · · ·+ |xn − yn|p)1/p
,

kde x = (x1, x2, . . . xn), y = (y1, y2, . . . , yn). Pro p =∞ je tato metrika definována jako

ρ∞(x, y) = ‖x− y‖∞ = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|, . . . , |xn − yn|}.

Nakreslete v R2 (načrtněte) jednotkovou kouli se středem v počátku v této metrice
(a) pro p = 1,
(b) pro p = 2,
(c) pro p = 3,
(d) pro p =∞.
(e) Jedná se o metriku pro p = 2/3?

6. Metriky ρ, σ na prostoru P se nazývaj́ı ekvivalentńı, pokud existuj́ı konstanty c1, c2 > 0 tak, že pro
všechna x, y ∈ P plat́ı

c1ρ(x, y) ≤ σ(x, y) ≤ c2ρ(x, y) .

Ukažte, že metriky ρ1, ρ2, ρ∞ (na Rn) z minulého přikladu jsou ekvivalentńı.

7. Pař́ıžská metrika je metrika na Rn daná předpisem σ(x, y) = ‖x− y‖2, pokud x a y lež́ı na stejné
polopř́ımce vycházej́ıćı z počátku a σ(x, y) = ‖x− 0‖2 + ‖0− y‖2, pokud x a y nelež́ı na stejné př́ımce
vycházej́ıćı z počátku.

(a) Dokažte, že Rn s metrikou σ je metrický prostor.
(b) Nakreslete (v R2) kouli s poloměrem 1 a středem v bodě (1/2, 1/2) v této metrice.

8. Necht’ C[0, 1] znač́ı množinu všech spojitých funkćı z intervalu [0, 1] do R. Pro dvě funkce f, g ∈ C[0, 1]
zavedeme θ(f, g) = max{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}.

(a) Dokažte, že (C[0, 1], θ) je metrický prostor.
(b) Popǐste jednotkovou kouli se středem ve funkci identická nula v tomto prostoru.



Vlastnosti metrických prostor̊u

9. Pro p < 1 definujme ρp analogicky jako v př́ıkladu 1. Dokažte, že v takovém př́ıpadě (Rn, ρp) neńı
metrický prostor (např́ıklad alespoň pro p = 1

2 ).

10. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Funkce σ : X2 → R je definována jako σ(x, y) = min{1, ρ(x, y)}.
(a) Dokažte, že (X,σ) je metrický prostor.
(b) Necht’ (Y, θ) je daľśı metrický prostor. Dokažte, že funkce f : X → Y je spojitá jako funkce

(X, ρ)→ (Y, θ), právě tehdy když je spojitá jako funkce (X,σ)→ (Y, θ).

11. Necht’ ρ2 je klasická euklidovská metrika na Rn (jako v př́ıkladu 1) a σ je pař́ıžská metrika.
(a) Rozhodněte, zda je identita spojitá funkce (X,σ)→ (X, ρ2).
(b) Rozhodněte, zda je identita spojitá funkce (X, ρ2)→ (X,σ).

12.
(a) Rozhodněte, zda jsou metrické prostory (0, 1) a [0, 1] homeomorfńı (s obvyklou eukl. metrikou).
(b) Rozhodněte, zda jsou metrické prostory (0, 1) a R homeomorfńı.

13.
(a) Dokažte, že Q a Q2 nejsou izometrické metrické prostory.
(b) Dokažte, že Q a Q2 jsou homeomorfńı metrické prostory (těžš́ı).

Kompaktnost

14. Necht’ F : Rn → Rm je spojitá funkce. Dokažte, že množina M = {x ∈ Rn : F (x) = 0} je uzavřená
množina.

15. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny jsou kompaktńı:
(a) M = {(x, y) ∈ R2 : x4 + y4 = 2009},
(b) M = {(x, y) ∈ R2 : x2 − xy − y2 = 0},
(c) M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + xy + y2 ≤ 1}.

Geometrické aplikace kompaktnosti

16.
(a) Mezi všemi trojúhelńıky s vrcholy na jednotkové kružnici najděte ten, který má největš́ı obsah.
(b) Mezi všemi trojúhelńıky jednotkového obvodu najděte ten, který má největš́ı obsah.
(c) Mezi všemi n-úhelńıky s vrcholy na jednotkové kružnici najděte ten, který má největš́ı obsah.
(d) Mezi všemi konvexńımi n-úhelńıky jednotkového obvodu najděte ten, který má největš́ı obsah (těžš́ı).


