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Abstrakt

Tento text se snazi ¢tenafi se zakladnimi znalostmi linearni algebry, matematické analyzy a

pro FeSeni uloh linedrniho programovani, totiz metodu vnitiniho bodu (resp. jednu z jejich
mnoha variant ze skupiny metod snizovani potencidlu).

1 Velmi struény historicky avod

Ackoliv soustavam linearnich nerovnic i teorii mnohostént véetné jejich praktickych aplikaci byla
pozornost vénovana piinejmensim od poloviny 19. stoleti (Fourier, jesté dfive dokonce Lagrange ¢i
Bernoulli, ddle nap¥. Farkas a Minkowski), za po¢atek nového oboru nazyvaného linearni programo-
vani se pokldd4a az druha polovina 40. let 20. stoleti. Matematické zéklady oboru polozili pfedevsim
von Neumann a trojice matematiktt Gale, Kuhn, Tucker (dualita linedrniho programovani). Jejich
bezprostfednimi predchtidci byli zejména Kantorovi¢ a Hitchcock. Klicovym momentem pro dalsi
vyvoj linedrniho programovani byl Dantzigtv simplexovy algoritmus, ktery se na mnoho let stal
nezbytnou soucasti oboru. Uspokojivé praktické vysledky simplexového algoritmu byly vybornym
doporucenim pro jeho Siroké pouziti v praxi a linearni programovani se simplexovym algoritmem
se na dlouhou dobu stalo doménou predevsim ekonomdti.

Témeér oddélené probihal vyvoj tykajici se obecnéjsich optimalizac¢nich problémi. V tomto svété
se dockaly velkého rozkvétu v 60. letech 20. stoleti postupy znamé dnes predevsim pod jménem
metody vnitiniho bodu (Frisch, Fiacco, McCormick). Vzhledem k numerickym slabostem téchto
postupt jejich rozkvét nepierostl vyrazné do 70. let.

S novym podnétem k dalSimu rozvoji linearniho programovani pfisla na poc¢atku 70. let teorie
slozitosti. Nejprve se fada lidi pokousela dokazat, Ze simplexovy algoritmus pracuje v polyno-
mialnim case. V roce 1972 ovsem Klee a Minty popsali priklad ukazujici exponenicidlni ¢asovou
slozitost pro nékteré varianty simplexového algoritmu; brzy pfibyly podobné vysledky i pro jiné
varianty algoritmu. To podnitilo zajem o alternativni postupy na feseni tloh lineadrniho programo-
vani. Zlom prichéazi v roce 1979, kdy rusky matematik Chacijan publikoval v rustiné kratky ¢lanek
(bez dtikazii) o tom, jak lze pomoci tzv. elipsoidové metody Fesit tlohu linedrniho programovani
v polynomialnim c¢ase; samotna metoda byla navrzena jiz diive v 70. letech pro problémy konvex-
niho nelinedrniho programovéani (Yudin, Nemirovski, Sor). Vysledek mél nebyvaly medidln{ ohlas,
ale zel se zahy ukazalo, ze k praktickému pouziti se metoda nehodi. Hledani dalsich alternativ
simplexového algoritmu pokracovalo.

Dalsim meznikem v historii linedrniho programovani byl rok 1984, kdy Karmakar ze spole¢nosti
IBM navrhl algoritmus spadajici do skupiny metod vnitinich bodt a dokézal, Ze doba jeho béhu je
polynomiélni. Jak jsme jiz zminili vyse, samotnd metoda nebyla nova, hlavni Karmakartv pfinos
byl v aplikaci metody na tlohu linedrniho programovani a zejména v analyze ¢asové slozitosti al-
goritmu. Za zminku stoji, Ze velmi podobny algoritmus pro linedrni programovani navrhl (1967) a
posléze (1974) dokézal jeho konvergenci k optimalnimu feSeni Kantorovi¢iv student, rusky mate-
matik Dikin; jeho préce Zel ztstala dlouho nepov§imnuta. Od roku 1984 byly publikovany doslova
tisice ¢lanku tykajicich se metod vnitfnich bodid. Velmi zhruba se daji rozdélit na metody sni-
Zovani potencidlu (sem patfi Karmakariv algoritmus a také algoritmus popsany v tomto textu)



metody sledovani centralni cesty (ty se dnes zdaji nejlepsi pro praktické pouziti a hojné se pou-
zivaji v softwarovych bali¢cich pro linedrni programovani, predevsim algoritmy tzv. Mehrotrova
typu) a metody afinnich transformaci (u téch se vétsinou dokazuje pouze konvergence k optimél-
nimu FeSeni, nikoli polynomialni odhad na ¢asovou slozitost); mnohé varianty také najdete pod
jménem bariérové metody. Mimo jiné se ukazalo, Ze tyto metody jsou pouzitelné i pro nékteré
jiné problémy konvexni optimalizace, pfedev§im pro semidefinitni programovani. Nepfimym di-
sledkem Karmakarovy prace je i to, Zze doslo ke spojeni dvou dfive oddélenych védeckych komunit:
komunity ekonomu vénujicich se linedrnimu programovani, a komunity matematikt studujicich
nelinedrni optimalizaci.

Na zavér si jesté uvédomme zasadni rozdil mezi simplexovym algoritmem, elipsoidovou metodou
a metodou vnitiniho bodu. Simplexovy algoritmus chodi po hranici mnohosténu, totiz po jeho
vrcholech. Elipsoidovy algoritmus se (kromé posledniho kroku) pohybuje vné mnohosténu. Metoda
vnitfniho bodu na rozdil od obou ostatnich metod pracuje piisné uvnitf mnohosténu.

Bonus. Pozornosti zvidavého ¢tendfe doporu¢ujeme jesté nasledujici vysledky (a jeden pro-
blém):

e Silné polynomiélna algoritmus pro linedrni programy v omezené dimenzi - Megiddo [4].
e Silné polynomiélni algoritmus pro linedrni programy s koeficienty 1, -1, 0 - Tardos [6].

e Zduvodnéni, pro¢ Simplexovy algoritmus potiebuje “vétSinou” pouze polynomidlni ¢as -
Spielman a Tang [5].

e Hirschova (polynomiéln{) hypotéza - do optimalniho vrcholu vzdy vede “kratka” cesta po
hranici mnohosténu.

2 Nacrt algoritmu

V tomto textu budeme uvazovat tlohu linedrniho programovani v rovnicovém (téZ nazyvaném
standardni) tvaru:

minc’ z (1)
Ax =
z > 0,

kde A je redlnd matice m xn, b € R™, ¢ € R" a x € R™. Zaroven budeme pracovat s dualni ilohou
ve tvaru

max y” b (2)
ATy +s =
s > 0,

kde y € R™ a s € R™; proménné s; nazyvame pridavné. Bez (jmy na obecenosti budeme pfedpo-
klddat, Ze matice A ma plnou Fadkovou hodnost. VSimnéme si, Ze pak feSeni (y, s) duélni tlohy je
mozno jednozna¢né reprezentovat pomoci vektoru s pfidavnych proménnych (z néhoz lze y dopo-
¢itat, napi. Gaussovou eliminaci). Rekneme, %e x je strikné piipustné feseni, pokud z > 0 a z je
pripustné feseni; obdobné pro s. V tomto textu se budeme vénovat problému nalezeni optimalniho
feSeni primarni tlohy.

Jadrem metody je postup, ktery z libovolného strikné pfipustného feseni primérni tlohy spocita
v polynomiélnim ¢ase (skoro) optimdlni feseni. To se na prvni pohled nezda p¥ili§ uspokojivé: vime,
Ze uz samotné nalezeni néjakého pripustného feseni tlohy LP je “stejné” obtizné jako nalezeni
optimalniho feSeni této tlohy. Trik umoznujici za¢inat rovnou se strikné pfipustnym reSenim, aniz
bychom fesili néjaky LP, spoc¢iva v drobné tpravé tlohy LP (pfidani dvou proménnych a drobna
Uprava soustavy); v upravené tloze je mozné striktné p¥ipustné feSeni ziskat zadarmo, pFicemz
optimalni feseni upravené tlohy pifimo dava optimélni feseni ilohy ptvodni.



Podobné jako elipsoidova metoda je i metoda vnitfniho bodu itera¢ni metoda. U elipsoidové
metody jsme konstruovali posloupnost bodl (stfedy elipsoidii), kterd zacinala typicky nékde vné
zadaného mnohosténu P a pokud byl P neprazdny, koncila nékde uvnit¥ P. V metodé vnitiniho
bodu budeme také konstruovat posloupnost bodi, kterd ovsem zac¢ind nékde uvnitt zadaného
mnohosténu P, v mnohosténu P celou dobu zlstédva a konéi v (témef) optimalnim FeSeni; jedna
se tedy o posloupnost pripustnych feSeni primérni tlohy. V podobé popsané v tomto textu jde o
primarné-dudalni algoritmus, tedy o algoritmus, ktery pracuje zaroven s feSenimi primérni i dualni
ulohy; spole¢né s posloupnosti feseni primarni tlohy budeme konstruovat jesté druhou posloupnost
bodt reprezentujicich feSeni dualni dlohy.

Kli¢ovym néastrojem metody je potencidl a zde popsana varianta algoritmu patii mezi metody
sniZovani potencidlu. Pro dvojici (z,s) strikné piipustych FeSeni primdrni a dudlni dlohy defi-
nujeme potenciél jako ¢islo G(z,s) = (n+ /n)In(zTs) — >, In(z;s;). Potencial ndm poslouz
dvojim zptsobem. Jednak bude uZiteény pro kontrolu doby bé&hu algoritmu (napf. podle né&j po-
znédme, kdy uz mizeme skondéit), a jednak bude Fidit volbu dalsich bod& v obou konstruovanych
posloupnostech. Obdobnou roli hraly v elipsoidové metodé elipsoidy: jejich objem nam slouzil jako
pocitadlo, hlidajici dobu béhu algoritmu, a elipsoidy samotné se pouzivaly ke konstrukci dalsich
bodti posloupnosti.

Zahy nahlédneme, Ze pro priblizovani se k optimalni dvojici feSeni potfebujeme potencial sni-
7ovat. Necht T a § jsou aktudlni body konstruovanych posloupnosti. Zékladni myslenkou metody
je spocitat gradient g potencidlu G(z, s) vzhledem k vektoru proménnych = v misté (z, 5) a vydat
se v posloupnosti feSeni primarni tlohy smérem —g, neboli za dalsi bod posloupnosti vzit T — ag
pro néjaké vhodné o > 0. Takto jednodussSe to ovSsem neptijde, protoze bychom vétsinou porusili
omezujici podminky Ax = b primarni tlohy. Proto nepijdeme pfimo ve sméru —g, ale ve sméru
daném projekci vektoru —g do nadroviny Az = 0. Tim se vyhneme problému s omezujicimi pod-
minkami, ale mize se nam stat, ze tato projekce bude prilis malé, v dusledku ¢ehoz by krokt
potiebnych k dosaZeni optima bylo potfeba nepfijatelné mnoho (pokud bychom ho viibec kdy
dosahli). Z tohoto diivodu provedeme v p¥ipadé, Ze projekce g do nadroviny Az = 0 je mald, tzv.
dudlni krok a misto zmény fesSeni primarni tlohy zménime feSeni dudlni tilohy. Napovédu ke zméné
duélniho feSeni ndm opét poskytne potencidl, nebo presnéji gradient potencidlu G(z, s) vzhledem
k s v misté (Z, 5). UkdZeme, Ze v pFipadé primarniho i dudlniho kroku dojde k vyraznému sniZeni
potencialu, coz bude stacit k polynomialnimu odhadu na ¢as béhu algoritmu.

Na konci tohoto hrubého nac¢rtu metody zminme jeste jeden klicovy nastroj metody, o kterém
jsme dosud nemluvili, totiz afinni transformaci. Metoda potfebuje, aby vSechna feSeni, kterd po-
stupné konstruuje, byla striktné pripustné. To ptlisobi jista omezeni v moznostech, kterym smérem
a jak daleko se vydat pii vypoc¢tu dalsitho bodu posloupnosti feSeni. Abychom se témto omeze-
nim vyhnuli, pouzijeme na zacatku kazdé iterace afinni transformaci, ktera posledni bod primarni
posloupnosti zobrazi na bod 2’ = (1,1,...,1)T. V tomto transformovaném prostoru spoéitame ite-
ra¢ni krok zptsobem nacrtnutym vyse a inverzni transformaci se vratime do pivodniho prostoru.
Uvidime, Ze pokles potencidlu v ptivodnim prostoru bude stejné velky jako pokles potencidlu v
transformovaném prostoru. Pouzita afinni transformace nam také podstatnym zptsobem zjedno-
dussi praci s gradientem ¢ a jeho projekci do Az = 0.

Upozornéni. Ve stavajici verzi textu pomineme hledani vychoziho striktné pripustného feseni
i nalezeni tplné optiméalniho feSeni z feSeni skoro optiméalniho.

3 Zakladni definice a pozorovani

Lemma 1 Necht x je pripustné veSeni primdrni ulohy a s je pripustné feseni dudini ulohy. Pak
plati

e —yTh=sTr. (3)

Dikaz. cTx —y"b=yT Az + s —yTAr = sz . ad



Pfipometime, Ze potencidl dvojice (x, s) primarniho a dudlniho Yeseni definujeme jako
n
G(x,s) = (n+ vn)In(zTs) — Zln(xisi) . (4)
i=1
Vsimnéme si, ze pro dvojici (z,s) blizkou optimalni dvojici FeSeni se podle piedeslého lemmatu
prvni ¢len pravé strany rychle blizi k —oo; abychom se pfiblizili k optimalnimu feSeni, bude proto
tfeba potencidl minimalizovat. Suma Y, In(x;s;) v definici potencialu slouzi jako bariéra branici
x a s prili§ se nékterou soufadnici pfiblizit k nule (tj. hranici polyedrii): pokud se néktera slozka
x nebo s blizi k nule, zptusobi odecteni této sumy vyrazny narust potencidlu. Pro poradek upo-
zornujeme, Ze pro potencial se v jinych variantach metody vnitiniho bodu pouzivaji i jiné funkce
(napf. (n++/n)In(z”s) — 31" | Inz;). V nasledujicim textu budeme pro zkraceni zapisu pouzivat
znadeni ¢ = n + /n.
Pro velikost zapisu tlohy LP pouzivame oznaceni L. Nasledujici véta a jeji diisledek budou
dilezité pfi rozhodovani o ukonceni algoritmu.

Véta 2 Necht A je celodiselnd matice, b, ¢ jsou celociselné vektory a necht u a v jsou vrcholy
polyedru P = {x|Ax = b,z > 0}. Pak, za predpokladu cTu # cTv, plati

|cTu — cTo| > 2728 (5)

Diikaz. 7 teorie mnohostént vime, ze je-li u vrcholem polyedru P, pak u je jedinym feSenim

vhodého podsystému rovnic systému Az = b, x = 0. Tudiz, podle Cramerova pravidla, i-ta

soutfadnice vrcholu u se da vyjadrit jako u; = %, kde A je matice onoho vhodného podsystému

(tedy A je vhodna podmatice matice (‘?)) a A;_;, je matice vznikla z A nahrazenim jejiho i-tého
sloupce odpovidajicimi slozkami pravé strany ptivodniho LP. Z podoby A plyne | det /Al| < 2L (viz.
¢ast o elipsoidové metodé). Obdobna pozorovani mizeme udélat i pro vrchol v.

Vime proto, ze existuji g, g2 € N takova, ze q1, g2 < 2% a zaroven u? q; a v7 ¢y jsou celociselné
vektory. Tudiz

@1q2(cTu — o) 1

acfu  gctv
- > W .
q192 2

q1 q2

|cTu — cTo| =

O
Dusledek 3 Je-li 27s < 2721 pro dvojici veseni x a s primdrni a dudini dlohy, pak jakiyjkoli
vrchol ' takovy, Ze cTa' < Tz, je optimdind.

Diikaz. Sporem. Piedpokladejme, ze existuje vrchol 2’ takovy, ze ¢’ 2’ < ¢T'z, ale 2’ neni optimalni.
Pak podle predeslé véty plati ¢Ta* < ¢Ta’ — 2720 kde z* je néjaky optimalni vrchol. S pouzitim
predpokladt z7s < 272L a Tz’ < Tz, rovnosti ¢’z = yTb + 2Ts a nerovnosti yTb < Typ*
plynouci z optimality z*, dostavame kyzeny spor ¢’ z* < ¢Ta’ — 2728 < Ty —2Ts = yTb < cTa*.

O

Ve zbytku této kapitoly uvadime t¥i pomocna technicka tvrzeni. Jejich dikazy pfenechavame
Ctenafi jako cviceni z matematické analyzy a linearni algebry.

Lemma 4 (Geometricky a aritmeticky prameér) Pro libovolnd t; >0, j=1,...,n, plati:
1/n

11t <= > 4. (6)
j=1 j=1

Lemma 5 (Odhady logaritmt) Pro |z| < a <1 plati

S|

:ZJ2

—x—mgln(l—x)ﬁ—x. (7

Lemma 6 Je-li A matice plné vddkové hodnosti, pak je matice AAT reguldrnd.



4 Struktura algoritmu

Na zac¢atku najdeme dvojici striktné pfipustnych feSeni (zg, s9) takovou, ze G(xzg, sg) = O(v/nL).
V kazdé iteraci pak zajistime pokles potencidlu o alespor 1/120 a skonéime ve chvili, kdy potencial
poprvé klesne pod —2y/nL. Tim bude zaruden polynomidlni pocet iteraci. ProtoZe ¢as potiebny
pro kazdou iteraci bude také omezen polynomem ve velikosti zadani, bude i celkovy ¢as algoritmu
polynomiélni.

Rozhodnuti ukonéit algoritmus p¥i poklesu potencidlu pod —2,/nL ospravedlituje nasledujici
lemma.

Lemma 7 Je-li G(x,s) < —2y/nL, pak xTs < e72E.

Diikaz. PouZijeme Lemma 4 pro t; = z;s;, j = 1,...,n. Po zlogaritmovani obou stran nerov-
nosti (4) a drobné Gpravé dostaneme nerovnost

nln:cTs—Zln:cjsjznlnn. (8)
j=1

Podle pfedpokladi lemmatu, definice potencidlu (4) a nerovnosti (8) plati

n

—2v/nL > G(z,s) = (n+v/n)In(zTs) - Zln(x,sl) >

i=1
valnzls+nlnn > nlnals .

Tudiz —2L > Inz”'s a dikaz je hotov. ad

Dusledek 3 spolu s Lemmatem 7 zaruduji, ze pfi poklesu potencialu pod —2+/nL uZ jsme takika
v optimalnim feseni. Problému nalezeni presného optimélniho feseni ze skoro optimalniho feSeni
se v tomto tivodnim textu vénovat nebudeme.

5 Jak nalézt strikné pripustna reseni z; a s
s omezenym potencialem

Chceme piivodni dvojici linedrnich programt nahradit novou dvojici tak, aby i) pro nové LP bylo
snadné nalézt piipustné feseni s malym potencidlem, a aby ii) z optimalniho feSeni nového LP
bylo mozné jednodusse ziskat optimélni feseni ptivodniho LP. Poslouzi nam nize uvedené linearni
programy.

min 'z + 26l 14

Az + (b—2%LAe)r,i = b

(24e — )Tz + 2%z, = k

x > 0

Tn+1 2 0

Tn+2 > 0

kde k = 265 (n + 1) — 2257,
max by + kYm+1
ATy + 2*%e—C)ymy1 + s ¢
(b— 22 Ae)Ty +  Spt1 = 260

24Lym+l + Sp+2 = 0
s > 0
Sn+1 > 0
Sn+2 > 0



Lemma 8 Plati:

1. Vektory o' = (22L,22L ... 220 1,221 o (y';5") = (0,—1;24L 240 24l 26L 94L) jsoy
striktné pFipustnd teSent a navic G(2',s') = O(y/nL).

2. Velikost nového LP je O(L).

3. Jsou-li vektory x* a y* optimdlnim feSenim LP (1) a (2), pak vektory z" = (z*,0,(k —
(24e—c)Ta*)/24L) a (v",s") = (y*,0, 5%, 200 — (b—22E Ae)Ty*, 0) jsou optimdlnim resenim
novych LP.

4. Mayji-li oba LP (1) a (2) pfipustnd fesent a jsou-li vektory " and (y",s") optimdlnim Fesenim
novych LP, pak vektory x a (y,s), kde © a s jsou restrikci " a s"” na pronich n sloZek a y
je restrikci y" na pronich m sloZek, jsou optimdlnim Tesenim LP (1) a (2).

Diikaz. Ovéteni prvniho, druhého a tf¥etiho tvrzeni lemmatu je pouze technickou zalezitosti. Po-

sledni ¢ast vyzaduje o trochu vice prace a jeji dikaz preskocime; pilny ¢tenar se o diikaz miize
s pomoci vét (podminek) o komplementarité primarniho a dudlniho feSeni pokusit sam. a

6 Iteracni krok

6.1 Snadny pripad: z =€
V této podkapitole predpoklddéme, Ze aktualn{ feseni primarni tlohy je e = (1,...,1)? a aktudlni
feSeni dudlni dlohy je s’ > 0. Jak jsme jiz popsali v Gvodu, zdkladni mySlenkou je zménit FeSeni
primérni tlohy ve sméru opacném ke gradientu potencidlu G(z, s) podle x v bodé (e, s’); zatneme
proto vypoctem tohoto gradientu g.

:(n—l—\/ﬁ)ef,/s/—e. (9)

(e,s")

S
9= V.G(z,8)|(c,ey = | (n+ \/ﬁ)m -

Tn

Pfimo ve sméru —g ovsem jit nemiZeme, protoze bychom mohli porusit podminky Az = 0. Z
toho diivodu spocitdme projekci d vektoru g do nadroviny {z | Az = 0}, a pokud bude dostate¢né
velka, prejdeme od aktualniho feSeni e primarni tlohy k feseni e — ad, pro vhodné a > 0, jehoz
velikost upfesnime pozdéji.

Obrézek 1: Projekce vektoru g do nadroviny {z | Az = 0}.

Lemma 9 (Projekce g do nadroviny {z | Az = 0})
d=(I—-AAAT)"1A)g . (10)



Dukaz. Nejprve si vSimneme, ze vektor g — d je z ortogonalniho dopliku vektorového prostoru
{z | Ax =0} a tudiz je linedrni kombinaci fadk matice A. Jinymi slovy, existuje vektor w € R™
takovy, ze

g—d=ATw . (11)

Podéari-li se ndm tento vetkor w vyjadrit, budeme mit i pfedpis pro hledany vektor d. Vynasobenim
rovnosti (11) zleva matici A dostaneme (s pouzitim rovnosti Ad = 0 vyjadiujici, Ze d je projekce
do pozadované nadroviny)

Ag = AATw .
Diky plné fadkové hodnosti matice A je matice AAT regularni, proto plati
w=(AAT)"tAg .
Dosazenim za w do rovnosti (11) dostaneme kyzeny vztah (10). O
Primarni krok Pokud bude ||d|| > 0,22 provedeme primarni krok a dalsi dvojici pfipustnych
feSeni uré¢ime podle predpisu

d /
I=e———, §=¢5. (12)
4|l

V opaéném pfipadé provedeme krok dudlni (vysvétlen déle). Pro tspéSnost primarniho kroku je
tfeba overit dvé véci:

e opét jsme ziskali striktné pripustné feseni priméarni tlohy,

e potencial podstatné klesl.

Ovéfeni téchto podminek je predmétem nasledujicich dvou lemmat.

Lemma 10 (Striktni pfipustnost &) Vektor Z je strikné piipustné vesend primdrni ulohy.

Diikaz. Protoze kazda slozka vektoru ”%;l” je nejvyse 1, mame proto zaruceno & > 0. Protoze

Ad = 0, mame zarucenu i pfipustnost Z. a

Lemma 11 (Pokles potencidlu v primarnim kroku) Po provedeni primdrniho kroku plati

G(%,3) — G(e,s') < %0 . (13)

Diikaz. Pro zkraceni zépisu pouzijeme v diikazu znadeni ¢ = (n + +/n). Po dosazeni za T a 5 podle

vzorce (12) dostaneme (indexy nad nékterymi relacemi pouzivime k pozdéjsimu odvolavani se na
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Nerovnost (i) vychdzi z odhadu logaritmu pomoci Lemmatu (5) s parametrem a = 1 (jisté mame

4‘T|id||\ < 1) Rovnost (ii) pouziva vypocet gradientu g (9). Rovnost (iii) vyuziva vztah g”'d = d”d

plynouci z Pythagorovy véty (97 g = d7d+ (g — d)* (g — d)). Posledni nerovnost vyuziva dolni mez
na ||d|| pro primarni krok. O

Dualni krok Duadlni krok provedeme, pokud ||d|| < 0,22. Zakladni myslenka duélniho kroku je
stejnd jako v kroku primdrnim: spoéitat gradient h potencidlu G(z,s) podle s v bodé& (e, s’) a
posunout feseni dualni tlohy ve sméru uréeném vektorem —h. Podobné jako v kroku priméarnim
bude ale treba ohlidat, abychom neporusili zAdnou omezujici podminku.

Zacnéme vypoctem gradientu h. Protoze role proménnych z a s ve funkci G(z, s) jsou symet-
rické, s pfihlédnutim ke vztahu (9) rovnou nahlédneme, Ze pro gradient h potencidlu G(z, s) podle
s v bodé (e, s’) plati

1
1
e
h = V.G(, ) ) = (04 Vi) 1 (14
1
s
Porovnejme nyni jednotlivé slozky vektorti g a h. Plati jednoduchy vztah, pro j =1,...,n,

Protoze vSechny slozky vektoru s’ jsou kladné, ukazuji vektory g a h podobnym smérem, presné&ji
feceno, do stejného ortantu. Vzhledem k této podobnosti g a h, a vhledem k tomu, Ze o vektoru
g uz lecos vime, budeme v dudlnim kroku pracovat s vektorem g a nikoli s vektorem h.

Ozna¢me si 3y’ druhou &ést slozek piipustného feseni dudlni tlohy odpovidajici vektoru s';
protoze se jedné o piipustné feseni, vektory y' a s’ splituji

ATy 4+ =¢. (15)

Nasim diléim cilem je zménit aktudlni dudlni pFipustné feSeni s’ na nové dualni pFipustné feSeni 5
(a pfi tom zajistit pokles potencidlu). Zajistime-li pfi volbé §, Ze existuje vektor ¢ splitujici rovnici

ATg+5=c, (16)



méme zarufenu pifpustnost 3. Ze vztahd (15) a (16) plyne pro § omezeni
-5 =AT@ 7). (17)

Vyjadfeno slovy, §—s’ musi byt linearni kombinaci fadk matice A, neboli §— s’ musi byt kolmé na
nadrovinu {z | Az = 0}. S jednim vektorem kolmym na nadrovinu {z | Az = 0} uz jsme pracovali,
totiz s vektorem g — d. Proto se pfi rozhodovani, jak zlepSovat dualni FeSeni s’, nabizi vydat se
smérem —(g — d). Tuto mySlenku provedeme a v dudlnim kroku urc¢ime dalsi dvojici pfipustnych
feSeni podle predpisu

, els

_n+\/ﬁ(g_d)’ I=e.

S§=s

(18)

Podobné jako v primarnim kroku je tfeba ovéfit dve véci:
e ziskali jsme striktné pripustné feSeni dualni tlohy,
e potencial podstatné klesl.

Ovéreni téchto podminek je predmétem nasledujicich dvou lemmat.

Lemma 12 (Striktni p¥ipustnost 5) Po provedeni dudlniho kroku je § striktné pripustné resent
dudlni ulohy.

Diikaz. Existence vetkoru § spliiujicimu rovnost (16) plyne z definice § (volime 3, aby § — s’ bylo
line4drni kombinaci fadkt A7), proto je § piipustné feseni. Jesté ovétime jeho striktns piipustnost.
Podle definice 5 a definice g, pro vektor § plati

r els (- d) =5 el (n+\/ﬁ8/—e—d): el
n++/n n++/n n++/n

Protoze dudlni krok provadime v ptipadé ||d|| < 0,22, je z posledniho vyjadfeni vidét § > 0. Tim
je dikaz hotov. O

S§=s

Ty (d+e). (19)

Dfive nez odhadneme pokles potencidlu pfi provedeni dudlniho kroku, dokazeme pomocné
lemma.

Lemma 13

- e's 1
Zlns] > nlnT—g—2 (20)
j=1
Diikaz.
n P n T o/ els elTd
1 — _— = —_ —_— =
> Ins;—nln - Zm( p (1+d;)) = nin(—(1+—))
Jj=1 j=1
- eld " a2 eld
= In(l+d;) —nln(l+ —) > di — J — —
jz:; n(l+d;) —nln(l + - ) = j:1( T _0722)) -

2

a1

2(1-0,22) = 32°

Prvni rovnost plyne ze vztahu (19) odvozeného v dikazu predeslého lemmatu. P¥i dalsich tpravach
jsou pouzity zékladni vlastnosti funkce logaritmus, jeji odhady z Lemmatu 5 a horni odhad na
velikost ||d|| v dudlnim kroku. O



Lemma 14 (Pokles potencialu v dudlnim kroku) Po provedeni dudiniho kroku plati

G(7,5) — G(e,s') < -3 (21)
Dikaz. Zacneme pomocnym vypoétem kde v prvni rovnosti pouzivame identitu (19) a pro prvni
nerovnost vztah (Y7, d;)? <n> " d? (dokazte si):

els els els
efs=—"(e"d+n) < (Vnlld| +n) < (n+0,22y/n) .
q q q
Dostavame
Tz _
et's < n+ 0,22\/n _q_ vn—0,22\/n . (22)
eTs! n++/n q

Pokles potencidlu pak odhadneme takto:

qlne 3) Zlnsj—qln +Zlns]

G(e,5) — Gle, s")

= gqln— Zln§j+21ns']<
j=1 j=1
é qlIn 6T§—nln&—ki—l—nlneTS,:
- eTs'! 32
_ T3 1 <
ii Vn—022yn 1 1
< St < g

kde nerovnost (i) plyne z odhadu (20) (Lemma 13) a ze vztahu Y " e
z Lemmatu (4) (aritmeticky a geometricky primér). Nerovnost (ii) vyuz1va 4 odhad (22) a Lemma 5
o odhadu logaritmu. V posledni nerovnosti odhadujeme shora ¢ pomoci 2n. a

6.2 Obecny pripad

Pomoci vhodné afinni transformace pfevedeme obecny pfipad na snadny (tj. z = e), pro ktery
itera¢ni krok provést jiz umime. Pfedpokladejme, Ze T je posledni sestrojené primarni feseni a s
posledni sestrojené dualni feseni. Chceme affinni zobrazeni, které zobrazi T na e. Polozme

1 0 0
x=| 4 o |- (23)
0 0 =z,

ProtoZe T je strikné pifpustné feseni, je matice X regularni a existuje k ni inverzni matice X! a
plati

' 0 0
0 0 zt

Matice X ! je matice hledaného afiniho zobrazeni:

X 1z=¢



Oznaéme 2/ = X 'z vektor novych proménnych odvozenjch od z pomoci matice X!, a

vyjadfeme primarni tlohu v feci téchto novych proménnych.
min ¢’ Xz’
AXz =
¥ >0

Pti oznaceni A = AX a & = ¢ X lze tlohu piepsat nasledovné:

min &'z’ (25)

Az’ =
x>
Uvédomme si, Ze z je pfipustné feSeni pro ptivodni primérni tlohu pravé tehdy, kdyz =’ = X 'z

je pripustné feseni pro posledné uvedenou tulohu LP.
Duélni tloha k (25) pak vypada takto:

max b’y
(AX)'y+s = Xe
s >0

kde s’ = Xs.
Nasledujici jednoduché lemma vystihuje klicovou vlastnost uzité afinni transformace: potencial
dvojice pfipustnych feSeni se transformaci nezméni.

Lemma 15 (Zachovani potencialu) Pro libovolnd pripustnd teseni (x,s) pivodni primdrni a
dudlni slohy a pro x' = X 'z a s’ = Xs plati

G(',s") = G(z,s) .

Diikaz. Lemma plyne okamzité z definice potencidlu a pfedpisti pro 2’ a ¢, podle kterych z} = x;/x;
/
a s; = 8;x;. O

7 Jak ze skoro optimalniho feSeni najit iplné optimalni

Pro n-slozkovy vektor u € R™ zavedeme nasledujici znaceni: M(u) = {j | u; < 272}, V(u) =
{j | u; > 272}, Pro matici A a mnoZinu indextt J ozna¢me A; podmatici matice A tvore-
nou sloupci s indexy z J. Za¢neme dvéma pomocnymi lemmaty, s jejichz pomoci pak provedeme
zaokrouhleni.

Lemma 16 Je-li T prFipustné teSeni (1), pak v polynomidlnim case lze najit pripustné teSeni &
takové, Ze

o I, =2; proj € M(Z),
e sloupce matice Ay (z) jsou linedrné nezdvislé.

Drikaz. Piedpokladejme, Ze sloupce matice Ay (z) jsou linedrné zavislé (v opaéném piipadé polozime
& = T a jsme hotovi). Pak jisté homogenni soustava Ay z)v = 0 ma netrivialni feseni; oznacme v’
néjaké takové feseni doplnéné nulami na soufadnicich M (Z) na vektor délky n. Vhodnou volbou
skalaru A # 0 je vektor & = Z — A\v pFipustnym FeSenim soustavy (1) a navic V(z') € V(Z).
Opakujeme-li tento postup, dostaneme po nejvysse n iteracich vektor Z s kyzenymi vlastnostmi.
O
Lemma 17 Jsou-li T a (i, 3) pripustné reseni (1) a (2) takovd, Ze 15 < 274F
v mnohosténu P = {x | Ax =b, x > 0} spliujici v; = 0 pro kazdé j € M(Z).

pak existuje vrchol

11



Diikaz. Vime, 7e je-li v vrchol mnohosténu P, pak kazda jeho nenulovéa slozka je vetsi nez 1/2L.
Pro zjednoduseni pro zatim predpoklddejme, Ze mnohostén P je omezeny. Pak dané pfipustné

feseni Z je konvexni kombinaci n&jakych p < n + 1 jeho vrcholt v',...,v?, neboli z = >%_, Ao
pro néjaké nezdporné koeficienty Aq, ..., A, se souctem jedna (}7_, A; = 1). Tudiz jisté alespon

jeden koeficient splituje A; > 1/(n + 1). UkéZeme, Ze v;» = 0 pro kazdé j € M(Z), neboli v = v’ je
hledany vrchol.

Predpokladejme pro spor, ze ’U; > 0 pro n&jaké j € M(z). Pak dokonce vj‘ > 1/2%, protoze jde
o vrchol P. Pouzijme tento fakt k dolnimu odhadu velikosti z;:

Y Nk S 11 1
mj_; KV Z in>n7_’_1'27L>227L
coz je ovSem spor se skutecnosti j € M(Z). O

Pro dana pripustna feseni T a § najdeme nejprve podle Lemmatu 16 pripustné feseni . Podle
Lemmatu 17 existuje vrchol v se vSemi soufadnicemi z M (Z) nulovymi. Protoze sloupce matice
Ay (3 jsou linearné nezavislé, je vrchol v urcen jednoznac¢né a lze ziskat fesenim soustavy linedrnich
rovnic Az = b pii nastaveni z; = 0 pro kazdé i € M(Z). Polozme z* = v.

Protoze matice (Ay ()" ma linedrné nezéavislé fadky, je soustava (Ay(3))Ty = cy () Fesitelna.
Necht y* oznacuje libovolné feseni, a necht s* = ¢ — ATy*. Pak pro i € M(2) plati ¥ = 0, a
pro i € V(%) naopak s} = 0. Reseni z* a s* spliiuji podminky komplementarity a jedna se tedy o
optimalni FeSeni.

Pro tplnost jesté dodavame, ze existuje né€kolik dalsich postupt pro prechod od skoro optimél-
niho feseni k optimélnimu.

8 Shrnuti

Prehlédneme-li drobné implementac¢ni obtize s odmocninami, dopracovali jsme se k nasledujici

maticové ndsobeni (pti Gaussové eliminaci O(n?) aritmetickych operaci).

Véta 18 (Karmarkar, 1984) Emistuje algoritmus pro fesend dlohy linedrniho programovdni s po-
uZitim O(n3°L) aritmetickyjch operaci.

Poznamka. Puvodni Karmarkartiv algoritmus z roku 1984 se od zde popsaného algoritmu v
mnohém li§i (jiny potencial, jina transformace, jiny pocet iteract, ..., nicméné slozitost O(n3°L) );
tento text vychazi pfedevSim z algoritmu navrzeného Ye [7] (viz. téZ Freund [1] a Goemanstv
udebni text [2]). Karmarkariv algoritmus byl ale prvnim ze skupiny metod vnitfnich bodt, pro
které byl dokdzan polynomialni odhad na dobu béhu.

Podékovani Duganovi Knopovi za elektronickou podobu jeho poznamek z béhu pfednésky ve
skolnim roce 2008,/2009.
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