Obecna uloha linearniho programovani

Uloha
Maximalizovat hodnotu ¢ x (tzv. GcCelova funkce)
za podminek Ax < b (tzv. omezujici podminky)

kde A je dana realna matice typum x nac € R", b € R™ jsou dané
realné vektory.

@ pripustné feseni: kazdé x € R" spliujici Ax < b
@ optimalni FeSeni: takové pripustné feSeni x’, Ze pro kazdé jiné
pripustné feseni x plati: cTx < ¢ x’
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Simplexova metoda

Rovnicovy tvar

Maximalizovat hodnotu ¢ x
za podminek Ax = b afinni podprostor
ax>0 kladny ortant

Znaceni

ProB C {1,2,...,n} znaCime:
@ Ag = matice tvorena sloupci A, jejichz indexy jsou v B
@ xg = vektor tvoreny slozkami X, jejichz ...
@ cg = vektor tvoreny slozkami c, jejichz ...
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Priklad

Pro

_<15346
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01356>, x = (3,5,7,9,11)

aB = {2,4} mame
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AB—(15), X6 = (5,9)
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Predpoklady

@ Matice A ma linearné nezavislé radky umime zajistit
@ Soustava Ax = b méa alespon jedno feseni jinak neni co fesit

v




Béze ulohy LP v rovnicovém tvaru

Pro Glohu maxc™x za podminek Ax = b, x >0

@ Baze - podmnozinaB C {1,2,...,n} t.Z. matice je Ag regularni
@ Pripustna baze - takovéa baze, ze Agxg = b ma nezaporné feseni

Vektor x € R" takovy, Ze

@ Bazické feSeni - vektor x, pro ktery existuje baze B takova, ze
Agxg = b a zaroven x; = 0 pro kazdéj € {1,2,...m} — B
(pozor: x nemusi byt pripustné feSeni)

@ Bazické pripustné feseni - bazické feSeni, které je pripustné




Priklad

Pro Ulohu Ax = b, x > 0, kde

15346 14
A= <01356)’ b_<7)
je B = {2,4} pfipustna baze:
Matice Ag = (f .
totiz xg = ().
Dale x = (0,2,0,1,0)" je bazické pfipustné feseni.

je regularni a Agxg = b ma nezaporné fesSeni,

N—

Proménné

Pro bazi B nazveme proménné x;
@ bazické, pokud j € B
@ nebazické (volné), pokud j € B




Pfipustné feSeni x je bazické, pravé kdyz sloupce matice A
odpovidajici kladnym proménnym jsou linearné nezavislé.

Dukaz:

Pro dané x ozname K = {j € {1,2,...,n}[x > 0}.

= jasné z definice

< je-li [K| = m, pak Ag je Ctvercova reguléarni; vezmi bazi B = K
je-li |[K| < m vezmi bazi B tvofenou indexy z K a dalSimi m — |K|
indexy tak (s pomoci Steinitzovy véty), aby odpovidajici sloupce Ag
byly lin. nez. (protoze sloupce A tvofi bazi R™, je to mozné).




Pro kazdou m-prvkovou B C {1,2,...,n}, pro kterou je Ag regularni,
existuje nejvyse jedno pripustné bazické fesSeni,
tj. FeSeni x takové, Ze x; = 0 pro j ¢ B.

Poznamka: tj. baze jednoznacné urcuje bazické reseni, ne nutné
naopak.

Pro pripustné bazické feSeni x, k bazi B, plati Ax = b, tj.

Apxg +Ayxy =b kdeN ={1,2,...,n} —B axy =0

Dostavame Agxg = b, kde Ag je dle pfedpokladu regularni
= Xg urceno jednoznacné (a tudiz i celé x)




i) Ma-li tloha LP v rovnicovém tvaru aspon jedno pFipustné feseni a
zaroven je Ucelova funkce na mnoziné pripustnych feSeni shora
omezena, pak existuje i optimalni feSeni.

ii) Ma-li Gloha optimalni feSeni, pak i nékteré z pripustnych bazickych
feSeni je optimalni.

Poznamka: bazickych feSeni je konec¢né mnoho!

Bez dukazu (prozatim?)




Simplexova metoda - pfiklad

max X; + X, za podminek
—X1 X2 +X3 =
X1 +X4 =3
X2 +X5 =2
X1, X2, X3, X4, X5 > 0

Najdeme néjaké pripustné bazické feseni, napi. x = (0,0, 1,3,2)"
pro bazi B = {3,4,5}, a vytvofime tzv. simplexovou tabulku.

vezmi puvodni omezujici podminky a

Simplexova tabulka 1 R o .
vyjadri bazické proménné pomoci

Xz3=11 +X1 —X nebazickych
Xa= 13 —Xg posledni fadek - ucelovéa funkce
X5 = |2 —X2 vyjadfena téz pomoci nebazickych

z=| X1 X2 proménnych




Simplexova metoda - pokrac. 2

NaSe snaha - zvétSovat hodnotu Ucelové funkce zvétSenim jedné
volné proménné, napt. x,. Rikame, Ze x, vstoupi do baze.

Simplexova tabulka 1

X3=|1 +X3 —Xo pro xs > 0 a x; = 0 vynucuje x, < 1
X4s=13 —Xq1 neomezuje Xo

X5 = | 2 —Xo pro x5 > 0 a X; = 0 vynucuje x, < 2
z=| X1 +Xp

Ponechame x; = 0. Dostaneme nové feSeni x = (0,1,0,3,1)7,
odpovidajici nové bazi B = {2,4,5}.

Xo=11 +X3 —Xg Xo vstoupila do baze misto x3
Xa =13 —X1
Xs=1|1 —X; -+X3 za X, dosad dle prvniho fadku

zZ = ‘1 +2X;3  —X3




Simplexova metoda - pokrac. 3

Opét chceme zveétsit z zvétSenim volné proménné - mozno jediné
pomoci X,

Simplexova tabulka 2

Xo=11 +4+X3 —X3 zvétSovani x; neomezuje
X4=13 —X1 vynucuje x; < 3
Xs=|1 —X; -+X3 vynucuje x; < 1 - nejpfisnéjsi

Z = ‘1 +2X;3  —X3

PoloZime x; = 1 a dostaneme nové bazické feseni x = (1,2,0,2,0)T
pro bazi B = {1,2,4}, nova tabulka:

X1=11 —4+X3 —Xs vstoupila do baze misto xs
Xo = | 2 —Xsg dosad’ za x;
Xs= 12 —X3 -+Xs dosad’ za x;

z=3 +x3 —2%s




Simplexova metoda - pokrac. 4

ZvétSujeme pomoci X3

Simplexova tabulka 3

X1=11 —4+X3 —Xs zvétSovani x3 neomezuje
Xo = | 2 —Xsg zvétSovani x3 neomezuje
X4 =12 —X3 +Xs vynucuje xz < 2

z=13 +x3 —2%s

PoloZime x3 = 2 a dostaneme nové bazické feseni x = (3,2,2,0,0)T
pro bazi B = {1, 2, 3}, nova tabulka:

Simplexové tabulka 4

X1=|3 —Xg

Xo =12 —Xs5

X3= |2 —Xa +Xs

z=15 —Xx4 —Xs Mame optimalni fedeni




