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Př́ıklad 1 (Hanoiské věže). V Hanoi byli 3 zlaté věže. Na prvńı z nich bylo (podle pověsti) 64 diamantových
disk̊u. Vedle věž́ı byl chrám a v něm kněž́ı, jejichž úkolem je přemı́stit všechny disky z prvńı věže na věž třet́ı.
Jakmile sv̊uj úkol dokonč́ı, neńı třeba daľśı existence světa a tak svět zanikne. Kdyby přemı́st’ovali disky závratnou
rychlost́ı jeden přesun za sekundu, kolik času je pro náš svět vymezeno (od jeho vzniku)?

Př́ıklad 2. Dokažte pomoćı matematické indukce vztahy

1.
∑

i∈[n] i = n(n+1)
2 pro n ≥ 1,

2.
∑

i∈[n] 2
i = 2n+1 − 2 pro n ≥ 1,

3. 1× 2 + 2× 3 + · · ·n(n+ 1) = n(n+1)(n+2)
3 pro n ≥ 1,

4. 4n < 2n pro n ≥ 5,

Př́ıklad 3. Mějme rekurentńı posloupnost danou vztahem an = 3an−1 − 2an−2 s počátečńımi hodnotami a1 = 3
a a2 = 7. Nalezněte formulku pro an (která nebude závislá na předchoźıch členech posloupnosti, ale zato bude
závislá na n).

Př́ıklad 4. Kolika zp̊usoby je možné pokrýt šachovnici 2× n pomoćı (nerozlǐsitelných) dominových kostek?

Př́ıklad 5. Ukažte indukćı, že
(
n
k

)
=
(

n
n−k
)
.

Př́ıklad 6. Ukažte indukćı binomickou větu. Tedy že (1 + x)n =
∑

i∈[n]
(
n
i

)
xi.

Př́ıklad 7. Určete maximálńı možný počet r̊uzných množin, které lze źıskat ze dvou množin pomoćı operaćı
pr̊uniku a sjednoceńı.

Př́ıklad 8. Naposledy jsme si ukazovali, že relace obecně nekomutuj́ı (tj. R◦S 6= S ◦R). Ukaže, že prázdná relace
a diagonálńı relace komutuj́ı s libovolnou relaćı. Uměli byste ukázat, že žádné daľśı takové relace neexistuj́ı?

Př́ıklad 9. Bud’te X,Y, Z množiny, f : X → Y a g : Y → Z funkce.

1. Když f, g jsou prosté/na/bijekce, je potom nutně g ◦ f prostá/na/bijekce?

2. Když g ◦ f je prostá/na/bijekce, je potom nutně f (g) prostá/na/bijekce?

Př́ıklad 10.

1. Dokažte, že relace R (na množině X) je tranzitivńı, právě když R ◦R ⊆ R.

2. Dokažte, že pro libovolnou R je relace T = R ∪R ◦R ∪R ◦R ◦R ∪ . . . tranzitivńı.

3. Dokažte, že každá tranzitirvńı relace obsahuj́ıćı R muśı nutně obsahovat i T .

4. Dokažte, že pro konečnou množinu s n = |X| prvky je T = ∪n−1i=1 R
i (tj. po n− 1 kroćıch lze přestat a máme

trazitivńı relaci). Ukažte pro každé n př́ıklad relace R takové, že ∪n−2i=1 R
i neńı tranzitivńı.

Př́ıklad 11.

1. Ukažte, že pro množinu X tvoř́ı množina 2X a relace R definovaná (A,B) ∈ R právě když A ⊆ B ČUM.

2. Ukažte, že relace
”
x děĺı y“ je na množině [n] (neostré) uspořádáńı. Nakreslete Hasse̊uv diagram pro n = 20.

3. Má uspořádáńı z bodu 2. nejmenš́ı/největš́ı/minimálńı/maximálńı prvky? Pokud ano, nalezněte je.



Pokyny k vypracováńı úkol̊u

Pořádně si přečtěte zadáńı (a pak ještě jednou to z webu – častokrát opravené). Pokud vám cokoli nedává smysl
nebo nevycháźı jak by mělo, ozvěte se (může se jednat o překlep v zadáńı)!
Své řešeńı sepisujte čitelně, komentovaně, úhledně a v ideálńım př́ıpadě i správně. Rozhodně neopisujte
ciźı řešeńı (nic se t́ım nenauč́ıte). Řešeńı kolektiv̊u je ale zcela v pořádku (pokud si jej následně každý seṕı̌se sám)
a je zcela podporováno. Pokud použ́ıváte znalosti ze cvičeńı či přednášky, odkažte se na př́ıslušný zdroj.

Úkol 1 (2 body). Ukažte matematickou indukćı, že 8n − 3n je pro n ≥ 1 dělitelné č́ıslem 5.

Úkol 2 (2 body). Ukažte, že rekurzivńı posloupnost (ai)
∞
i=1 definovaná předpisem an+1 = 2an + a2n splňuje

formulku an = 1− (1− a0)2
n

pro všechna n ≥ 0.

Úkol 3 (2 body). Ukažte, že ∑
i∈[n]

i2i = (n− 1)2n+1 + 2.

Úkol 4 (6 bod̊u). Necht’ σ je relace mezi množinami Z a N definovaná vztahem

σ = {(x, 3x2 + 1): x ∈ Z}

a ρ je relace mezi množinami N a Z definovaná vztahem

ρ = {(a, b) : b = −a nebo b = a2 − 3, a ∈ N, b ∈ Z}.

Popǐste relace σ ◦ ρ a ρ ◦ σ.

Úkol 5 (6 bod̊u). Ukažte, že pro Fibonacciho č́ısla fn (s f1 = f2 = 1) plat́ı následuj́ıćı pěkné vlastnosti

1. f3n je sudé pro n ≥ 1,

2. fn−1 × fn+1 = f2n + (−1)n.


