Optimaliéni metody, 10. cviceni http://kam.mff.cuni.cz/ knop/vyuka/optimed/
Complementary slackness conditions — bud'te x a y piipustna feSeni primérniho resp. dudlniho programu. Pak
x a y jsou optimalni, pokud plati:

e z; >0 <= j-té omezeni v dudlnim programu je splnéno s rovnosti,
e y; >0 < i-té omezeni v primarnim programu je splnéno s rovnosti.
Priklad 1. Méjme nésledujici program:

minimalizuj x7 — 5x9

pro xi1,x9 >0

za podminek —x14+z9 < 5
1 +4xs < 40
201+ 22 < 20

Prokazte, ze (4,9) je optimélni feseni. Déle nahlédnéte, kterou z hodnot na pravé strané by bylo nejlepsi zménit
(a jak), aby hodnota cilové funkce klesla.

Priklad 2.
maximalizuj 3z + 2z — 3z3

pro x1,r2,r3 >0

za podminek 1 + xo — 2x3 < -1
—xTo — 21’3 < -1
—x1+ 290 —3x3 < =2

Je vektor (1,0,1) optimalnim feSenim?

Definice 1. Matice A typu n x m je totdlné unimodularni, pokud determinant kazdé jeji submatice typu k x k
roven —1, 0 nebo 1 pro vSechna 1 < k < min{n,m}.

Matice A typu n X m je unimodularni, pokud je plné Fadkové hodnosti, celo¢iselnd a determinant kazdé jeji
submatice typu n X n roven —1, 0 nebo 1.

Piiklad 3. Matice A je totdlné unimodularni pravé tehdy, kdyz matice (A|l) je unimodularni.
Piiklad 4. Dokazte, Ze matice incidence grafu je totalné unimoduldrni pravé tehdy, kdyz graf je bipartitni.

Priklad 5. Bud A totdlné unimoduldrni matice plné rfadkové hodnosti tvaru m x n a B baze matice A (tj.
¢tvercova reguldrni podmatice matice A tvaru m x m). Ukazte, ze B~ A je tot4lné unimoduldrni.

Piiklad 6. Z predndsky je dokézano, ze matice A je unimoduldrni préavé tehdy, kdyz polyedr {z; Ax =b,x > 0}
je celo¢iselny pro vSechny celo¢iselné vektory b. Dokazte vétu Hoffman-Kruskal.
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Domaci tkol 1 (8 bodu).

(a) Naleznéte celoc¢iselny mnohostén {x; Az < b,z > 0}, kde A a b jsou celociselné, ale A neni totdlné unimo-
dulérni. Muze navic A obsahovat pouze prvky —1, 0 a 17 A co kdyz zakdzeme i —17
Pro Vami nalezenou matici A najdéte jiny vektor b takovy, Ze mnohostén nebude celoc¢iselny.

(b) Dokazte, ze {z; Ax < b} je celoé¢iselny pro vSechny celoc¢iselné vektory b, jestlize A je totalné unimodularni.

Plati obecné i opacnd implikace?

K nasledujicim tloham Pro nasedujici dlohy vyuzijte libovolny feSi¢ na linedrni programovéani. Vase FeSeni

dalsiho, co sami uznate za vhodné.

Domaci kol 2 (8 bodu). Formulujte linedrni program pro nalezeni nejkratsi Hamiltonské kruznice pro dplny
graf, jehoz vrcholy jsou véechny body v R? tvaru [k + I, m + n], kde ¢islice

k,l,m,n € {ala se vyskytuje ve vasem ¢isle osoby na UK}.
Jako metriku pouzijte euklidovskou vzdalenost bodii v R?.

Domici tikol 3 (4 body). Formulujte linedrni program pro problém nejvétsi mozné koule uvniti polyedru v R3
zadaného omezenimi x +y <9, —x+y< -3,z —y<9x+y>3,x+2<7,—x+2<l,z—2<T7,x+2>—1.



