
Optimaličńı metody, 10. cvičeńı http://kam.mff.cuni.cz/˜knop/vyuka/optimed/
Complementary slackness conditions – bud’te x a y př́ıpustná řešeńı primárńıho resp. duálńıho programu. Pak

x a y jsou optimálńı, pokud plat́ı:

• xj > 0 ⇐⇒ j-té omezeńı v duálńım programu je splněno s rovnost́ı,

• yi > 0 ⇐⇒ i-té omezeńı v primárńım programu je splněno s rovnost́ı.

Př́ıklad 1. Mějme následuj́ıćı program:

minimalizuj x1 − 5x2

pro x1, x2 ≥ 0

za podmı́nek −x1 + x2 ≤ 5
x1 + 4x2 ≤ 40
2x1 + x2 ≤ 20

Prokažte, že (4,9) je optimálńı řešeńı. Dále nahlédněte, kterou z hodnot na pravé straně by bylo nejlepš́ı změnit
(a jak), aby hodnota ćılové funkce klesla.

Př́ıklad 2.
maximalizuj 3x1 + 2x2 − 3x3

pro x1, x2, x3 ≥ 0

za podmı́nek x1 + x2 − 2x3 ≤ −1
−x2 − 2x3 ≤ −1
−x1 + x2 − 3x3 ≤ −2

Je vektor (1,0,1) optimálńım řešeńım?

Definice 1. Matice A typu n ×m je totálně unimodulárńı, pokud determinant každé jej́ı submatice typu k × k
roven −1, 0 nebo 1 pro všechna 1 ≤ k ≤ min {n,m}.
Matice A typu n × m je unimodulárńı, pokud je plné řádkové hodnosti, celoč́ıselná a determinant každé jej́ı
submatice typu n× n roven −1, 0 nebo 1.

Př́ıklad 3. Matice A je totálně unimodulárńı právě tehdy, když matice (A|I) je unimodulárńı.

Př́ıklad 4. Dokažte, že matice incidence grafu je totálně unimodulárńı právě tehdy, když graf je bipartitńı.

Př́ıklad 5. Bud’ A totálně unimodulárńı matice plné řádkové hodnosti tvaru m × n a B báze matice A (tj.
čtvercová regulárńı podmatice matice A tvaru m×m). Ukažte, že B−1A je totálně unimodulárńı.

Př́ıklad 6. Z přednášky je dokázáno, že matice A je unimodulárńı právě tehdy, když polyedr {x; Ax = b, x ≥ 0}
je celoč́ıselný pro všechny celoč́ıselné vektory b. Dokažte větu Hoffman-Kruskal.



Domáćı úkoly - termı́n odevzdáńı 17.05.2012

Domáćı úkol 1 (8 bod̊u).

(a) Nalezněte celoč́ıselny mnohostěn {x; Ax ≤ b, x ≥ 0}, kde A a b jsou celoč́ıselné, ale A neńı totálně unimo-
dulárńı. Může nav́ıc A obsahovat pouze prvky −1, 0 a 1? A co když zakážeme i −1?
Pro Vámi nalezenou matici A najděte jiný vektor b takový, že mnohostěn nebude celoč́ıselný.

(b) Dokažte, že {x; Ax ≤ b} je celoč́ıselný pro všechny celoč́ıselné vektory b, jestliže A je totálně unimodulárńı.
Plat́ı obecně i opačná implikace?

K následuj́ıćım úlohám Pro náseduj́ıćı úlohy využijte libovolný řešič na lineárńı programováńı. Vaše řešeńı
by mělo obsahovat model LP, jeho realizaci ve vámi zvoleném řešiči (popř́ıpadě daľśı úpravy), popis řešeńı a cokoli
daľśıho, co sami uznáte za vhodné.

Domáćı úkol 2 (8 bod̊u). Formulujte lineárńı program pro nalezeńı nejkratš́ı Hamiltonské kružnice pro úplný
graf, jehož vrcholy jsou všechny body v R2 tvaru [k + l,m + n], kde č́ıslice

k, l,m, n ∈ {a|a se vyskytuje ve vašem č́ısle osoby na UK}.

Jako metriku použijte euklidovskou vzdálenost bod̊u v R2.

Domáćı úkol 3 (4 body). Formulujte lineárńı program pro problém největš́ı možné koule uvnitř polyedru v R3

zadaného omezeńımi x + y ≤ 9,−x + y ≤ −3, x− y ≤ 9, x + y ≥ 3, x + z ≤ 7,−x + z ≤ 1, x− z ≤ 7, x + z ≥ −1.


