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Př́ıklad 1. Nalezněte duálńı úlohy k následuj́ıćım úlohám LP:

maximalizuj x1 − 2x2 + 3x4

pro x2 ≤ 0, x4 ≥ 0

za podmı́nek x2 − 6x3 + x4 ≤ 4
−x1 + 3x2 − 3x3 = 0
6x1 − 2x2 + 2x3 − 4x4 ≥ 5

Př́ıklad 2. Vyřešte primárńı i duálńı úlohy:

maximalizuj f

pro x1, x2 ≥ 0

za podmı́nek y ≤ 4
x ≤ 4
3x + 2y ≤ 7

pro funkce

(a) f = x + y,

(b) f = 3x + 2y.

Př́ıklad 3. Sestavte celoč́ıselný lineárńı program pro nalezeńı minimálńı dominuj́ıćı množiy v grafu. Nalezněte
duálńı úlohu k relaxované úloze dominuj́ıćı množiny.

Př́ıklad 4.
maximalizuj 8a + 5b + 4d + 7.2e + f

pro a, b, c, d, e, f ≤ 0

za podmı́nek a− c− 3
2d + 0.4e + 1

2f ≤ −1
b + 4c + d + e− f ≤ −1

Př́ıklad 5. Necht’ P = {x; Ax ≤ b} je mnohostěn a A′x ≤ b′ je podsystém Ax ≤ b. Pak množinu {x; Ax ≤ b, A′x = b′}
nazveme stěnou. Před měśıcem jsme dokázali, že pro každou vlastńı stěnu S mnohostěnu P existuje nadrovina
wTx = t taková, že P ⊆

{
x; wTx ≤ t

}
a S = P ∩

{
x; wTx = t

}
. Ukažte, že plat́ı i opačná implikace. Tedy jestliže

máme nadrovinu wTx = t takovou, že P ⊆
{
x; wTx ≤ t

}
a S = P ∩

{
x; wTx = t

}
6= ∅, pak S je stěna, tj. existuje

podsystém A′x ≤ b′ takový, že S = {x; Ax ≤ b, A′x = b′}.

Definice 1. Matice A typu n ×m je totálně unimodulárńı, pokud determinant každé jej́ı submatice typu k × k
roven −1, 0 nebo 1 pro všechna 1 ≤ k ≤ min {n,m}.
Matice A typu n × m je unimodulárńı, pokud je plné řádkové hodnosti, celoč́ıselná a determinant každé jej́ı
submatice typu n× n roven −1, 0 nebo 1.

Př́ıklad 6. Dokažte, že totálně unimodulárńı matice může obsahovat jen prvky 0, 1 nebo −1.
Dokažte, že totálně unimodulárńı matice s plné řádkové hodnosti je unimodulárńı.

Př́ıklad 7. Proč je v definici unimodularity požadavek na plnou řádkovou hodnost?
Je každá matici plné řádkové hodnosti, jej́ıž determinant každé jej́ı submatice typu n × n roven −1, 0 nebo 1,
nutně celoč́ıselná?

Př́ıklad 8. Bud’ A totálně unimodulárńı matice tvaru m×n. Ukažte, že AT ,
(

A
−A

)
a (A|I) jsou totálně unimodulárńı

matice. Plat́ı analogická tvrzeńı o unimodularitě?

Př́ıklad 9. Matice A je totálně unimodulárńı právě tehdy, když matice (A|I) je unimodulárńı.



Př́ıklad 10. Nalezněte celoč́ıselny mnohostěn {x; Ax ≤ b, x ≥ 0}, kde A a b jsou celoč́ıselné, ale A neńı totálně
unimodulárńı. Může nav́ıc A obsahovat pouze prvky −1, 0 a 1? A co když zakážeme i −1?
Pro Vámi nalezenou matici A najděte jiný vektor b takový, že mnohostěn nebude celoč́ıselný.

Př́ıklad 11. Dokažte, že matice incidence grafu je totálně unimodulárńı právě tehdy, když graf je bipartitńı.

Př́ıklad 12. Bud’ A totálně unimodulárńı matice plné řádkové hodnosti tvaru m × n a B báze matice A (tj.
čtvercová regulárńı podmatice matice A tvaru m×m). Ukažte, že B−1A je totálně unimodulárńı.

Př́ıklad 13. Na přednášce bylo dokázáno, že matice A je unimodulárńı právě tehdy, když mnohostěn {x; Ax = b, x ≥ 0}
je celoč́ıselný pro všechny celoč́ıselné vektory b. Dokažte větu Hoffman-Kruskal.

Př́ıklad 14. Dokažte, že {x; Ax ≤ b} je celoč́ıselný pro všechny celoč́ıselné vektory b, jestliže A je totálně uni-
modulárńı. Plat́ı obecně i opačná implikace?


