
P°edná²ka z analytické kombinatoriky, 1. 4.

Tento soubor obsahuje shrnutí látky, kterou jsem p°edná²el 1. dubna, v dob¥, kdy v¥t²ina pravidelných poslucha£·
byla na jarní ²kole.

Na za£átku p°edná²ky jsem zmínil následující technické lemma, jehoº hlavním d·sledkem je, ºe kaºdá funkce ana-
lytická v nule je automaticky analytická i v kaºdém bod¥ dostate£n¥ blízko nuly.

Lemma 1. Nech´ A(x) =
∑

n≥0 anxn je mocninná °ada s polom¥rem konvergence ρ > 0. De�nujme funkci
f : B<ρ(0) → C jakoºto limitu

f(z) =
∑
n≥0

anzn.

Potom platí, ºe f je analytická v kaºdém bod¥ B<ρ(0). Dokonce pro libovolné s ∈ B<ρ(0) platí, ºe existuje kon-
vergentní mocninná °ada B(x) =

∑
n≥0 bnxn s polom¥rem konvergence σ ≥ ρ − |s| > 0 taková, ºe pro libovolné

z ∈ B<ρ(0) ∩B<σ(s) platí f(z) =
∑

n≥0 bn(z − s)n.

My²lenka d·kazu: Zvolí se s ∈ B<ρ(0) a z ∈ B<ρ−|s|(s) ⊆ B<ρ(0). Ukáºe se, ºe absolutn¥ konvergentní °ada∑
n≥0 anzn se dá p°euspo°ádat:

f(z) =
∑
n≥0

anzn =
∑
n≥0

an(z − s + s)n =
∑
n≥0

an

n∑
k=0

(
n

k

)
(z − s)ksn−k =

∑
k≥0

∑
n≥k

an

(
n

k

)
sn−k

 (z − s)k.

S vyuºitím vlastností absolutn¥ konvergentních °ad se pak zd·vodní, ºe vý²e uvedené rovnosti opravdu platí, tj. i
po p°euspo°ádání £len· °ada stále konverguje ke stejné limit¥.

Abych mohl mluvit o `globálních' vlastnostech analytických funkcí, zavedl jsem následující de�nice:

De�nice.

• Mnoºina Ω ⊂ C je otev°ená, pokud pro kaºdý bod x ∈ Ω existuje okolí B<ε(x) které je podmnoºinou Ω.

• Mnoºina M je nesouvislá, pokud existují otev°ené disjunktní mnoºiny X a Y takové, ºe M ⊆ X∪Y , M∩X 6= ∅
a M∩Y 6= ∅. Speciáln¥ pokud M je otev°ená mnoºina, tak platí, ºe M je nesouvislá prav¥ kdyº M je disjunktní
sjednocení dvou neprázdných otev°ených mnoºin.

• Pojmem oblast budeme ozna£ovat neprázdnou otev°enou souvislou podmnoºinu C.
• Bod x ∈ M je izolovaný bod mnoºiny M pokud existuje ε > 0 takové, ºe M ∩B<ε(x) = {x}.
• Mnoºina M je diskrétní pokud je kaºdý její bod izolovaný.

• Pokud f : Ω → C je komplexní funkce de�novaná na n¥jaké mnoºin¥ Ω ⊆ C a pokud f je analytická v kaºdém
bod¥ mnoºiny Ω, tak budeme prost¥ °íkat, ºe f je analytická na Ω.

Lemma 2. Nech´ Ω ⊆ C je libovolná oblast a f libovolná funkce analytická na Ω. Ozna£me M = {z ∈ Ω: f(z) = 0}
mnoºinu nulových bod· funkce f . Potom platí, ºe bu¤ M = Ω nebo M je diskrétní.

D·kaz. Z p°edchozí p°edná²ky známe lemma, které °íká, ºe pokud f(z) = 0 a f je analytická v z, tak bu¤ existuje
okolí z, na n¥mº je f identicky rovná nule, nebo existuje okolí z, v n¥mº f nemá ºádný dal²í nulový bod. Dále platí,
ºe kdyº f(z) 6= 0 a f je analytická v z, tak existuje okolí z, ve kterém f nemá ºádný nulový bod (protoºe kaºdá
analytická funkce je spojitá).

P°edpokládejme, ºe f je analytická na Ω, a de�nujme následující dv¥ mnoºiny:

X = {z ∈ Ω: f je identicky rovná nule na n¥jakém okolí z}

a
Y = {z ∈ Ω: f je r·zná od nuly ve v²ech bodech n¥jakého prstencového okolí z}.

Z p°edchozí úvahy plyne, ºe kaºdý bod z ∈ Ω pat°í bu¤ do X nebo do Y , tj. Ω = X ∪ Y . Zárove¬ je snadné
nahlédnout, ºe X i Y jsou disjunktní otev°ené mnoºiny. Protoºe Ω je oblast, tj. je souvislá, musí nutn¥ být X nebo
Y prázdná mnoºina. Pokud X = ∅, tak je o£ividn¥ mnoºina M diskrétní. Pokud Y = ∅, je f nulová v kaºdém bod¥,
tj. M = Ω.



D·sledek 3. Nech´ g a h jsou dv¥ funkce analytické na oblasti Ω, a M = {z ∈ Ω: g(z) = h(z)}. Potom bu¤ M = Ω
nebo M je diskrétní.

D·kaz. Sta£í pouºít p°edchozí lemma pro funkci f(z) = g(z)− h(z).

D·sledek 4. Pokud Ω je libovolná oblast, M je libovolná podmnoºina Ω, která není diskrétní, a f0 : M → C
libovolná funkce, tak existuje nejvý² jedna funkce f analytická na Ω taková, ºe pro kaºdé z ∈ M platí f(z) = f0(z).
(Taková funkce f se nazve analytické prodlouºení f0 na oblast Ω.) Speciální p°ípad: pro kaºdou funkci f0 : R → C
existuje nejvý² jedno analytické prodlouºení f : C → C.

D·kaz. Tohle je okamºitý d·sledek p°edchozího d·sledku.

Následující d·sledek mluví o situaci, kdy prodlouºíme n¥jakou funkci na dv¥ r·zné oblasti.

D·sledek 5. Nech´ Ω a Ω′ jsou dv¥ oblasti, nech´ M je nediskrétní podmnoºina Ω ∩ Ω′, nech´ f0 je funkce na M .
Pokud má funkce f0 analytické prodlouºení g : Ω → C a také analytické prodlouºení h : Ω′ → C, a pokud navíc platí,
ºe Ω ∩ Ω′ je souvislá mnoºina (a tudíº oblast), tak potom pro z ∈ Ω ∩ Ω′ platí g(z) = h(z). De�nujeme-li funkci f
na Ω ∪Ω′ pomocí vztah· f(z) = g(z) pro z ∈ Ω a f(z) = h(z) pro z ∈ Ω′, tak potom f je analytické prodlouºení f0

na oblast Ω ∪ Ω′

D·kaz. To, ºe g(z) = h(z) v oblasti Ω ∩ Ω′ plyne z toho, ºe funkce f0 má nejvý² jedno analytické prodlouºení na
oblast Ω ∩ Ω′. Zbytek tvrzení je z°ejmý.

Zd·raz¬uji, ºe v p°edchozím tvrzení je nezbytný p°edpoklad, ºe Ω ∩ Ω′ je souvislá mnoºina. (Viz níºe uvedený
p°íklad 4.)

P°íklady analytických funkcí:

P°íklad 1. Uvaºujme reálnou funkci f0 : R → R de�novanou vztahem f0(x) = ex. Je známo z reálné analýzy, ºe
pro kaºdé reálné £íslo x platí

ex =
∑
n≥0

xn

n!
.

Mocninná °ada na pravé stran¥ má tedy nekone£ný polom¥r konvergence, a m·ºeme ji pouºít k analytickému
prodlouºení funkce f0: sta£í pro kaºdé komplexní £íslo z de�novat

ez :=
∑
n≥0

zn

n!
.

Obdobným zp·sobem se dá de�novat analytické prodlouºení dal²ích známých reálných funkcí, které mají konver-
gentní Taylorovu °adu, nap°íklad cos(z) nebo sin(z). (Poznámka: místo ez budu také n¥kdy psát exp(z)).

P°íklad 2. Jednozna£nost analytického prodlouºení se dá £asto pouºít k tomu, abychom snadno nahlédli, ºe n¥které
vlastnosti reálných funkcí se p°ená²ejí i na jejich analytická prodlouºení. Chceme-li nap°íklad ukázat, ºe pro kaºdé
komplexní £íslo z platí rovnost exp(3z) = (exp(z))3, sta£í si nejprve v²imnout, ºe levá i pravá strana rovnosti jsou
analytické funkce na C. Navíc levá i pravá strana rovnosti jsou analytická prodlouºení té samé reálné funkce f0

(protoºe pro reálná £ísla víme, ºe rovnost platí). Protoºe analytické prodlouºení je jednozna£né, musí rovnost platit
pro kaºdé komplexní z. Obdobn¥ se dokáºí dal²í vztahy, t°eba cos2(z) + sin2(z) = 1, (sin(z))′ = cos(z) atd.

P°íklad 3. Na jedné z p°edchozích p°edná²ek jsem °íkal, ºe pokud n¥jaká funkce g je analytická a nenulová v bod¥
z, tak 1

g(z) je také analytická v z.

Nap°íklad funkce g(z) = 1 − z je analytická na C, takºe funkce f(z) = 1
1−z , de�novaná na oblasti Ω = C \ {1}, je

analytická na Ω.

V²imn¥te si, ºe v okolí bodu 0 je moºné de�novat funkci f0 jako limitu mocninné °ady f0(z) = 1 + z + z2 + z3 · · · .
Tato mocninná °ada má polom¥r konvergence 1. Protoºe na okolí bodu 0 platí f0(z) = 1

1−z , vidíme, ºe funkce f je
analytické prodlouºení funkce f0. Tento p°íklad ukazuje, ºe funkci de�novanou v okolí n¥jakého bodu jako limitu
mocninné °ady lze (n¥kdy) analyticky prodlouºit i do bod·, kde ta °ada nekonverguje.



Protoºe má funkce f v okolí bodu 1 neomezen¥ velké hodnoty, nelze ji v tomto bod¥ spojit¥ (a tudíº ani analyticky)
dode�novat. Takºe f nemá analytické prodlouºení na celou oblast C. Ani ºádné jiné analytické prodlouºení funkce
f0 nem·ºe být analytické v bod¥ 1, protoºe kaºdé analytické prodlouºení f0 se musí shodovat s f na oblasti Ω.

P°íklad 4. Pro kladná reálná £ísla de�nujme funkci f0(x) =
√

x. Zkusme tuto funkci analyticky prodlouºit na
co nejv¥t²í podoblast C. Kaºdé takové analytické prodlouºení f musí na svém de�ni£ním oboru spl¬ovat rovnost
f(z)2 = z, protoºe f(z)2 je analytické prodlouºení f0(z)2, a f0(z)2 je identická funkce na R+, jejímº analytickým
prodlouºením musí být zase identická funkce.

Na²ím cílem je tedy najít funkci f , která je inverzní funkcí k funkci g(z) = z2. Na p°edchozí p°edná²ce jsem
zmi¬oval, ºe pokud je g analytická v n¥jakém bod¥ z, a pokud má v tomto bod¥ nenulovou první derivaci, pak na
n¥jakém okolí bodu z je funkce g (lokální) bijekce, a její inverzní funkce je analytická v bod¥ g(z). Pouºijme toto
tvrzení na funkci g(z) = z2. Ta je analytická v C, a má nenulovou derivaci na C \ {0}. Te¤ ukáºeme, ºe a£koliv
v okolí kaºdého nenulového bodu lze de�novat (lokální) analytickou inverzní funkci k funkci g, p°esto neexistuje
ºádná funkce analytická na C \ {0}, která by byla inverzní ke g (a tudíº neexistuje zp·sob, jak funkci f0 analyticky
prodlouºit na oblast C \ {0}).

Uvaºme nejd°ív oblast Ω1 = C \ {xi : x ∈ R, x ≤ 0}. Tj. Ω1 obsahuje v²echna komplexní £ísla, krom¥ ryze imagi-
nárních £ísel s nekladnou imaginární sloºkou. Kaºdé £íslo z ∈ Ω1 lze reprezentovat v polárních sou°adnicích jako
z = |z| exp(iα), pro n¥jaké −π/2 < α < 3π/2. De�nujme funkci f1(z) =

√
|z| exp(α/2). Funkce f1 je analytická na

Ω1, protoºe v okolí kaºdého bodu Ω1 se shoduje s lokální inverzní funkcí k analytické funkci g(z) = z2. Funkce f1

je tedy analytické prodlouºení funkce f0 na oblast Ω1.

Nyní uvaºme oblast Ω2 = C \ {xi : x ∈ R, x ≥ 0}. �íslo z ∈ Ω2 lze reprezentovat jako z = |z| exp(iα), pro
−3π/2 < α < π/2. De�nujme f2(z) =

√
|z| exp(α/2). Potom f2 je analytické prodlouºení f0 na oblast Ω2.

P°estoºe f1 a f2 jsou analytická prodlouºení funkce f0, tato dv¥ prodlouºení se na mnoºin¥ Ω1 ∩ Ω2 neshodují:
nap°íklad f1(−1) = i a f2(−1) = −i. Z toho mimo jiné plyne, ºe funkci f0(x) =

√
x nelze analyticky prodlouºit na

oblast Ω1 ∪ Ω2, protoºe kaºdé takové prodlouºení by se muselo shodovat s f1 na Ω1 a s f2 na Ω2.

Ve zbytku p°edná²ky jsem se zabýval funkcemi, které jsou analytické na prstencovém okolí n¥jakého bodu s ∈ C.
De�nice. Funkce f má izolovanou singularitu v bod¥ s, pokud existuje ε > 0 takové, ºe f je analytická na prsten-
covém okolí B∗

<ε(s).

P°edpokládejme, ºe f má izolovanou singularitu v bod¥ s. Rozli²íme t°i moºné situace:

• Pokud existuje vlastní limita limz→s f(z) ∈ C, °ekneme, ºe f má odstranitelnou (nebo téº kosmetickou)
singularitu v s.

• Pokud existuje nevlastní limita limz→s f(z) = ∞, °ekneme, ºe f má pól v s.

• Pokud limita limz→s f(z) neexistuje, °ekneme, ºe f má v s podstatnou singularitu.

Bez d·kaz· konstatujme, ºe izolované singularity mají následující vlastnosti:

Pokud má f odstranitelnou singularitu v bod¥ s, m·ºeme ji v tomto bod¥ spojit¥ dode�novat (nebo p°ede�novat)
vztahem f(s) = limz→s f(z). Takto dode�novaná funkce je pak nejen spojitá, ale dokonce i analytická v s. P°íklad
odstranitelné singularity (v bod¥ s = 0): f(z) = exp(z)−1

z .

Pokud má f pól v bod¥ s, pak existuje p°irozené £íslo k takové, ºe funkce g(z) = f(z)(z − s)k má v bod¥ s pouze
odstranitelnou singularitu. Nejmen²í p°irozené k, pro které toto platí, se nazývá °ád pólu. Pokud má funkce f v
bod¥ s pól k-tého °ádu, pak existuje posloupnost koe�cient· a−k, a−(k−1), . . . , a−1, a0, a1, a2, . . . taková, ºe a−k 6= 0
a pro kaºdé z na dostate£n¥ malém prstencovém okolí bodu s platí

f(z) =
∞∑

n=−k

an(z − s)n =
a−k

(z − s)k
+

a−(k−1)

(z − s)k−1
+ · · ·+ a−1

z − s
+ a0 + a1(z − s) + · · · .

�ada na pravé stran¥ této rovnosti se nazývá Laurentova °ada funkce f se st°edem v s. Laurentovy °ady lze chápat
jako zobecn¥ní mocninných °ad.

Pokud má f v bod¥ s podstatnou singularitu, pak platí, ºe v kaºdém prstencovém okolí bodu s nabývá funkce
f v²ech komplexních hodnot krom¥ nejvý²e jedné. I pro funkce s podstatnou singularitou platí, ºe na okolí s se



dají v jistém smyslu vyjád°it jako limity Laurentovy °ady, ale ta Laurentova °ada má tentokrát nekone£n¥ mnoho
záporných exponent·. Takovéto `oboustrann¥ nekone£né' °ady pro nás nebudou zajímavé, takºe si je ani nebudeme
formáln¥ de�novat.

P°íkladem funkce s podstatnou singularitou je nap°íklad f(z) = exp(1/z), která na kaºdém okolí nuly nabývá v²ech
nenulových hodnot.

V²imn¥te si, ºe kdyº je funkce f v okolí své izolované singularity omezená, tak se nutn¥ musí jednat o odstranitelnou
singularitu.


