Ctvrté série domécich tikolti z Kombinatoriky a graft II
(verze pro pondélni cviceni)

Reseni odevzdejte nejpozdéji v nedéli 8. ledna.

Piiklad 1. Necht G = (V, E) je multigraf. Ozna¢me jeho vrcholy V' = {v1,...,v,} a hrany F = {e1,...,en}.
Matice incidence nad Zo multigrafu G je matice M s n fddky a m sloupci definovand nasledovné:

e Pokud je hrana e; smycka, tak i-ty sloupec M obsahuje samé nuly.

e Pokud je e; hrana spojujici dva rizné vrcholy v; a vy, tak i-ty sloupec M obsahuje jednic¢ky v fadcich j a &
a v ostatnich radcich ma nuly.

Pfipometime, 7Ze hodnost multigrafu G je definovana jako n — k(G), kde k(G) je pocet komponent souvislosti G.
Pripomenme také, ze hodnost matice se v linearni algebte definuje jako dimenze vektorového prostoru generovaného
sloupci té matice (nebo ekvivalentné dimenze prostoru generovaného ¥adky té matice). Dokazte, Ze hodnost G je
rovna hodnosti matice M nad télesem Zs. [2 body]

Priklad 2. Necht G je souvisly rovinny multigraf s danym rovinnym nakreslenim. Oznac¢me G* dualni multigraf
ke G. Pripomenme nésledujici vlastnosti, které jsme nahlédli na cviceni: pokud e je hrana G a e* oznacuje hranu
G* dudlni k e, tak plati, ze e je smycka, pravé kdyz e* je most, a naopak, e je most, pravé kdyz e* je smycka. Navic
pokud e neni most, pak (G — e)* = G*/e*, a pokud e neni smycka, pak (G/e)* = G* — e*.

a) Jaky je vztah mezi Tutteovym polynomem G a Tutteovym polynomem G*?7 [2 body]
b) Dokazte, ze G a G* maji stejny pocet koster. [1 bod]

¢) Bonus: najdéte explicitni bijekci mezi kostrami G' a kostrami G*. [0 bodi]

Priklad 3. Ozna¢me a, ; pocet zpiisobt, jak lze ¢islo n vyjadiit jako soucet k lichych kladnych ¢isel. Dva soucty
poklddame za rizné i tehdy, kdyz se lisi jen pofadim sc¢itanct. Napfiklad a7 3 = 6, protoze ¢islo 7 mlizeme vyjadrit
jako54+1+1,145+1,14+1+5,34+3+1,34+1+3al+3+ 3. Najdéte vzoretek v uzavieném tvaru (tj. bez
pouziti nekoneénych sum) pro mocninnou fadu A(z,y) = 3 <0 > ps0 an k2" y*. [3 body]

Priklad 4. Méjme “Sachovnici” se tfemi fadky a tfemi sloupci. Spocitejte, kolik existuje neizomorfnich zptsobi,
jak obarvit devét policek této sachovnice pomoci n barev. Dvé obarveni jsou izomorfni, pokud lze jedno prevést na
druhé pomoci rotace nebo vodorovného, svislého ¢i diagonalniho preklopeni. Neklademe zadna omezeni na mozné
barvy poli¢ek, tj. napfiklad sousedni policka mohou byt obarvena stejnou barvou. [2 body]

Priklad 5. Pro m € Ny ozna¢me a,, pocet tiid izomorfismu vsech multigrafi bez smycek majicich ¢tyti vrcholy a
m hran. Naptiklad a3 = 6, jak ukazuje obrézek Sesti multigrafii se tfemi hranami uvedeny nize. Najdéte vzorec v
uzavieném tvaru pro mocninnou fadu ), - ama™. [3 body]




