
Domácí úkol z Kombinatoriky a graf· I

²está série, verze pro cvi£ení ve £tvrtek 12:20

Termín odevzdání: nejpozd¥ji ve £tvrtek 3. 4. ve 12:20.
�ísla ve £tvere£ku jsou po£ty bod·.

1.3+1 (Cílem tohoto p°íkladu je dokázat variantu Hallovy v¥ty pro systémy reprezentant·, kdy re-
prezentanti nejsou nutn¥ r·zní, tj. jeden prvek smí reprezentovat více mnoºin.) M¥jme mno-
ºinový systém S = {M1, . . . ,Mn}. Ozna£me X = ∪ni=1Mi mnoºinu v²ech prvk· v mnoºinách
M1, . . . ,Mn. Dokaºte, ºe následující dv¥ tvrzení jsou ekvivalentní:

(a) Kaºdé mnoºin¥ ze systému S m·ºeme p°i°adit n¥jaký její prvek jako reprezentanta tak,
ºe ºádný prvek X nebude reprezentantem pro víc neº deset r·zných mnoºin.

(b) Systém S splní následující modi�kovanou Hallovu podmínku:

∀I ⊆ {1, 2, . . . , n} :
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∣∣∣∣∣ ≥ |I|10 .
Za d·kaz jedné implikace dostanete jeden bod, za d·kaz obou £ty°i body. (Nápov¥da: zkuste
kaºdý prvek X nahradit deseti totoºnými 'kopiemi', a pak pouºít standardní Hallovu v¥tu.)

2.2 Nech´ [n] ozna£uje mnoºinu {1, 2, . . . , n} a nech´
(
[n]
k

)
ozna£uje systém v²ech k-prvkových

podmnoºin mnoºiny [n]. Pro která p°irozená £ísla k ≤ n platí, ºe
(
[n]
k

)
má systém r·zných

reprezentant·?

3.2 Nech´ G = (V,E) je graf takový, ºe pro libovolný jeho podgraf H = (VH , EH) platí, ºe
|EH | ≤ 10|VH |. Dokaºte, ºe hrany G lze zorientovat tak, aby do kaºdého vrcholu G vstupovalo
nejvý²e 10 hran.


