
Domácí úkol z Kombinatoriky a graf· I

pátá série, verze pro cvi£ení ve £tvrtek 12:20

Termín odevzdání: nejpozd¥ji ve £tvrtek 27. 3. ve 12:20.
�ísla ve £tvere£ku jsou po£ty bod·.

1.2 Nech´ p(x) = αdx
d+αd−1x

d−1+ · · ·+α1x+α0 je n¥jaký polynom stupn¥ d (tj. α0, α1, . . . , αd

jsou reálné konstanty a αd 6= 0). Dokaºte, ºe existují reálná £ísla β0, β1, . . . , βd taková, ºe pro
kaºdé x platí
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Nápov¥da: jde to dokázat t°eba indukcí podle d.

2.2 Nech´ a0, a1, . . . je n¥jaká posloupnost £ísel, nech´ A(x) je vytvo°ující funkce této posloup-
nosti a nech´ d je n¥jaké nezáporné celé £íslo. Dokaºte, ºe následující dv¥ tvrzení jsou ekvi-
valentní:

• Existuje polynom p(x) stupn¥ nejvý² d takový, ºe pro kaºdé n ≥ 0 platí an = p(n).

• Vytvo°ující funkce A(x) má tvar

A(x) =
B(x)

(1− x)d+1
,

kde B(x) je n¥jaký polynom stupn¥ nejvý² d.

3.2 Nech´ p(x) = αdx
d + αd−1x

d−1 + · · · + α1x + α0 je n¥jaký polynom stupn¥ d. De�nujme
£áste£né sou£ty sn = p(0) + p(1) + · · · + p(n). Dokaºte, ºe sn se rovná n¥jakému polynomu
stupn¥ d + 1. Jinými slovy, dokaºte, ºe existuje polynom q(x) stupn¥ d + 1 takový, ºe pro
kaºdé n ∈ {0, 1, 2, . . . } platí sn = q(n).

4.2 Nech´ `n je po£et zp·sob·, jak lze £íslo n získat jako sou£et libovolného po£tu lichých £ísel,
a nech´ bn je po£et zp·sob·, jak lze £íslo n získat jako sou£et libovolného po£tu p°irozených
£ísel v¥t²ích neº 1. V obou p°ípadech sou£ty li²ící se jen po°adím s£ítanc· pokládáme za
r·zné. Uvaºujme pouze sou£ty s nenulovým po£tem s£ítanc·, tj. `0 = b0 = 0. Dokaºte, ºe
pro kaºdé n ≥ 0 platí `n = bn+1.


