
Domácí úkoly z Kombinatoriky a graf· I

• �e²ení domácích úkol· posílejte mailem na adresu jelinek@iuuk.m�.cuni.cz.

• Na odevzdání °e²ení není ºádný £asový limit.

P°íklad 1. Pro kaºdou z následujících posloupností ur£ete její vytvo°ující funkci. (p·l bodu za kaºdou posloupnost)

a) 0, 1, 0, 3, 0, 5, 0, . . . , 0, 2k + 1, 0, . . .
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c) 0,−1, 4,−9, . . . , (−1)nn2, . . .

P°íklad 2. Nech´ (an)
∞
n=0 je posloupnost taková, ºe a0 = 1 a pro kaºdé n ≥ 2 platí an = an−1 + an−2. Jakou

hodnotu musí mít a1, aby platilo, ºe limn→∞ an = 0? (1 bod)

P°íklad 3. Nech´ S = (G, z, s, c) je toková sí´. P°edpokládejme, ºe v této síti existuje aspo¬ jeden tok kladné
velikosti. Rozhodn¥te, která z následujících tvrzení jsou pravdivá. Pravdivá tvrzení dokaºte, pro nepravdivá tvrzení
najd¥te protip°íklad. (p·l bodu za kaºdé tvrzení)

a) Pokud je kapacita kaºdé hrany S racionální £íslo, tak i velikost maximálního toku v S je racionální £íslo.

b) Pokud je kapacita kaºdé hrany S racionální £íslo, tak pro libovolný maximální tok f a libovolnou hranu e
platí, ºe f(e) je racionální.

c) Jestliºe e je hrana, jejíº koncový vrchol je z nebo jejíº po£áte£ní vrchol je s, tak pro kaºdý maximální tok f
platí f(e) = 0.

d) V síti S existuje aspo¬ jeden maximální tok f takový, ºe pro kaºdou hranu e, na níº má f kladný pr·tok,
existuje orientovaná cesta P ze z do s obsahující hranu e taková, ºe na v²ech hranách P má f kladný pr·tok.

P°íklad 4. Nech´ (X,P) je kone£ná projektivní rovina s mnoºinou bod· X a mnoºinou p°ímek P. Protoºe kaºdá
p°ímka p ∈ P je mnoºina bod·, tvo°í mnoºina p°ímek P mnoºinový systém. Dokaºte, ºe P má systém r·zných
reprezentant·. (1 bod)

P°íklad 5. Nech´ M je matice, jejíº prvky mají v²echny hodnotu 0 nebo 1. Pojem linie matice M ozna£uje bu¤
sloupec nebo °ádek M . Nech´ k je libovolné p°irozené £íslo. Dokaºte, ºe pokud v matici M nelze nalézt k jedni£ek,
z nichº ºádné dv¥ neleºí ve stejné linii, potom M má k − 1 linií, které dohromady obsahují v²echny jedni£ky z M .
(2 body)

P°íklad 6. Symbolem ~Kn ozna£me úplný orientovaný graf na n vrcholech, tj. orientovaný graf, který pro kaºdé
dva r·zné vrcholy u a v obsahuje ob¥ orientované hrany (u, v) i (v, u).

a) Ukaºte, ºe pro kaºdé N ∈ N je moºné obarvit orientované hrany ~KN dv¥ma barvami tak, ºe nevznikne ºádný
podgraf izomorfní ~K10, jehoº orientované hrany by m¥ly v²echny stejnou barvu. (1 bod)

b) Ukaºte, ºe pro kaºdé b ∈ N a n ∈ N existuje N ∈ N takové, ºe kdyº libovoln¥ obarvíme orientované hrany ~KN

pomocí b barev, tak vºdy bude existovat podgraf izomorfní ~Kn na jehoº orientovaných hranách se vyskytují
nejvý²e dv¥ r·zné barvy. (1 bod)

P°íklad 7. Najd¥te p°íklad nekone£ného mnoºinového systému M = (Mi; i ∈ N), který spl¬uje Hallovu podmínku,
ale nemá systém r·zných reprezentant·. (2 body)

Dokaºte na druhou stranu, ºe kdyº M = (Mi; i ∈ N) je nekone£ný mnoºinový systém, v n¥mº kaºdá mnoºina Mi

je kone£ná, tak M má systém r·zných reprezentant· práv¥ tehdy, kdyº spl¬uje Hallovu podmínku. (2 body)
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P°íklad 8. Rozhodn¥te, která z následujících tvzení jsou pravdivá. Pravdivá tvrzení dokaºte, pro nepravdivá
najd¥te protip°íklad. (1 bod za kaºdé tvrzení)

a) Pro kaºdý vrcholov¥ 2-souvislý graf G platí, ºe pro libovolné t°i vrcholy x, y, z ∈ V (G) existuje v G kruºnice,
která tyto t°i vrcholy obsahuje.

b) Pro kaºdý vrcholov¥ 2-souvislý graf G platí, ºe kdyº x a y jsou dva r·zné vrcholy G a P je libovolná cesta
spojující x a y, tak v G existuje cesta Q spojující x a y, která je vnit°n¥ vrcholov¥ disjunktní s P .

c) Jestliºe G je vrcholov¥ 2-souvislý graf, tak pro kaºdou £tve°ici r·zných vrchol· {x, x′, y, y′} existují v G dv¥
vrcholov¥ disjunktní cesty, které vedou bu¤ z x do y a z x′ do y′, nebo z x do y′ a z x′ do y.

P°íklad 9. Pro následující grafy ur£ete, jakou mají vrcholovou a hranovou souvislost. (1 bod za kaºdý graf)

a) Úplný bipartitní graf Km,n.

b) Graf vzniklý z úplného grafu K2n smazáním n vrcholov¥ disjunktních hran.

c) Graf na vrcholech {1, 2, . . . , n} pro n ≥ 5, kde dva vrcholy i, j jsou spojené hranou, práv¥ kdyº |i − j| ∈
{1, 2, n− 1, n− 2}.

P°íklad 10. P°ipome¬me, ºe kv(G), ke(G) a δ(G) ozna£ují vrcholovou souvislost G, hranovou souvislost G a
minimální stupe¬ G. Najd¥te graf G spl¬ující kv(G) = 15, ke(G) = 42 a δ(G) = 138. (1 bod)
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