
Ṕısemka z Kombinatoriky a graf̊u 22.5.2012

Vše, co tvrd́ıte, zd̊uvodněte. M̊užete bez d̊ukazu použ́ıvat tvrzeńı z přednášky a ze cvičeńı,

vždy ale napǐste zněńı takového tvrzeńı. Nepouž́ıvejte zápisky, učebnice ani kalkulačky. V př́ıpadě

nejasnosti v zadáńı se neváhejte zeptat.

1. Určete počet surjektivńıch zobrazeńı z (n+1)-prvkové množinyM na n-prvkovou množinu
N . [7 bod̊u]

2. Uvažujme rekurenci

a0 = p, ∀n ≥ 1 : an =

n−1∑

i=0

ai.

Určete množinu všech hodnot p ∈ R, za kterých bude platit tvrzeńı

∀n ∈ N : an ≤ 2n + 2012.

To, že tvrzeńı pro tyto hodnoty p splněno bude a pro ostatńı nebude, samozřejmě také
dokažte. [8 bod̊u]

3. Uvažujme množinový systém (P,L), kde P 6= ∅, L 6= ∅ a každá L ∈ L je neprázdnou
podmnožinou P , který splňuje:

• (P1) každá dvojice r̊uzných př́ımek L1, L2 ∈ L má společný právě jeden bod z P ,

• (P2) pro každou dvojici r̊uzných bod̊u p1, p2 ∈ P existuje právě jedna př́ımka L ∈ L
obsahuj́ıćı p1 i p2.

Dokažte, že následuj́ıćı dvě tvrzeńı jsou pro takovýto systém (P,L) ekvivalentńı.

• (P0) Existuje čtveřice p1, p2, p3, p4 ∈ P taková, že žádné tři z bod̊u této čtveřice
nelež́ı na společné př́ımce.

• (P0′) Alespoň dvě př́ımky obsahuj́ı každá alespoň tři body, tedy ∃L1, L2 ∈ L : L1 6=
L2, |L1| ≥ 3, |L2| ≥ 3. [8 bod̊u]

4. Dokažte, že body libovolné konečné projektivńı roviny lze oč́ıslovat p1, p2, . . . , pm a př́ımky
L1, L2, . . . , Lm tak, aby pro každé i platilo, že pi je prvkem Li. [9 bod̊u]

5. Ač to tak na prvńı pohled nevypadá, graf na obrázku je bipartitńı. Najděte v něm párováńı
s největš́ım možným počtem hran. Dokažte, že žádné větš́ı párováńı graf nemá. [8 bod̊u]


