
Domáćı úkoly z Kombinatoriky a graf̊u - stav z 29. května 2011

Všechna svá tvrzeńı řádně zd̊uvodněte, a to i v př́ıpadě, že to u úlohy neńı vý-

slovně uvedeno. Můžete bez d̊ukazu použ́ıvat tvrzeńı z přednášky a cvičeńı, vždy

ale napǐste zněńı tvrzeńı, které použ́ıvate.

I) Rychlost r̊ustu funkćı - Náhradńı za úlohu 1 1. ṕısemky

1. Rozhodněte, zda pro každou dvojici přirozených č́ısel k, n ≥ 1 plat́ı

(kn)! ≥ (k!)n

a zda plat́ı
(k!)n ≥ nk.

[2]

2. Dokažte, že:

(a) Pro každé přirozené č́ıslo m je součin všech prvoč́ısel mezi m + 1 a 2m nejvýše
(2m)!/(m!)2. [3]

(b)

∀l ≥ 0 :
i=l
∏

i=1

(

2i

2i−1

)

≤ 22l+1

.

[2]

(c) Součin všech prvoč́ısel mezi 1 a m je nejvýše 24m. Můžete použ́ıt výsledk̊u předchoźıch
dvou část́ı této úlohy, a to i v př́ıpadě, že je nemáte dokázané. [2]

3. Rozhodněte, zda pro každou dvojici přirozených č́ısel k, n ≥ 1 splňuj́ıćı n ≥ 3k plat́ı

(

n

0

)

+

(

n

1

)

+ · · · +

(

n

k

)

≤ 2

(

n

k

)

.

[2]

II) Kombinatorické poč́ıtáńı - Náhradńı za úlohu 2 1. ṕısemky

4. Kolik je pro dané n ≥ 1 permutaćı množiny č́ısel {1, 2, . . . , 2n + 1}, kde se každé sudé
č́ıslo zobraźı na nějaké liché č́ıslo. [2]

5. Špion źıskal následuj́ıćı informace o nepřátelské hvězdné lodi: Posádka má 40 člen̊u, z nichž
každý ovládá alespoň jeden z jazyk̊u klingonština, romulanština a vogonština, přičemž
někteř́ı ovládaj́ı v́ıce než jeden jazyk. Klingonsky umı́ 30 z nich, romulansky 20 a vogonsky
15; klingonsky a zároveň romulansky 16; klingonsky a zároveň vogonsky 5; vogonsky a
zároveň romulansky 10.

Rozhodněte, zda tyto informace mohou být pravdivé. Pokud ano, pak určete, kolik člen̊u
posádky ovládá všechny tři jazyky zároveň. [2]

6. Kolik č́ısel z {1, 2, . . . , 1000} neńı dělitelných žádným z č́ısel 6, 22, 36, 101? [2]
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III) Řešeńı rekurenćı - Náhradńı za úlohu 3 1. ṕısemky

7. Najděte explicitńı vzorec pro n-tý člen posloupnosti zadané rekurenćı

(a)
a0 = 3 an = 2an−1 + 3 pro n ≥ 1

[2]

(b)
a0 = 1 a1 = 3 an = 3an−1 − 2an−2 pro n ≥ 2

[2]

(c)
a0 = 0 a1 = 1 an = 2an−1 − 4an−2 pro n ≥ 2

[2]

8. Najděte explicitńı vzorec pro počet posloupnost́ı délky n tvořených ṕısmeny a, b, c, d, ve
kterých se a a b nevyskytuj́ı těsně vedle sebe. [4]

IV) Vytvořuj́ıćı funkce - Náhradńı za úlohu 4 1. ṕısemky

9. Najděte vytvořuj́ıćı funkce následuj́ıćıch posloupnost́ı:

1, -2, 3, -4, 5, -6, 7, -8 . . . (tj. an = (−1)n(n + 1))

2, 2, 4, 4, 8, 8, 16, 16, 32, 32 . . . (tj. an = 2⌊n/2⌋+1) [2]

10. Pro každou z následuj́ıćıch funkćı napǐste vzorec pro n-tý člen posloupnosti, jej́ıž je vy-
tvořuj́ıćı funkćı.

f1(x) =
x2 − 5x − 14

x2 + x − 2
f2(x) =

7x

32 − x5

[2]

V) Catalanova a Fibonacciho č́ısla - Náhradńı za úlohu 1 2. ṕısemky

11. Dokažte, že Fibonacciho č́ısla splňuj́ı následuj́ıćı rovnost:

∀n ≥ 2 : Fn−1Fn+1 = F 2

n + (−1)n.

[3]

12. Pro každou dvojici přirozených č́ısel n, k splňuj́ıćı n ≥ k ≥ 0 definujme cn,k jako

cn,0 = 1 pro každé n ≥ 0

cn,n = cn,n−1 pro každé n ≥ 1.

cn,k = cn,k−1 + cn−1,k pro každé n > k ≥ 1.

Dokažte, že pro každé n je cn,n rovno Catalanovu č́ıslu Cn. (Může pomoci interpretovat
cn,k jako počet jistých cest v mř́ıžce, nebo dokázat, že cn,k =

(

n+k
n

)

−
(

n+k
n+1

)

). [2]
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13. Určete počet permutaćı π množiny {1, 2, . . . , n} takových, že pro žádnou trojici pozic
i, j, k splňuj́ıćı 0 < i < j < k ≤ n neplat́ı π(i) < π(k) < π(j). Např. permutace 2, 4, 5, 3, 1
se nepoč́ıtá kv̊uli trojici i = 1, j = 3 a k = 4, protože 2 < 3 < 5. [4]

14. Určete počet perfektńıch párováńı žebř́ıku Z2n, což je graf, který vznikne ze dvou n-
vrcholových cest {u1, u2, . . . , un} a {v1, v2, . . . , vn} spojeńım dvojic vrchol̊u ui, vi hranami
(viz obrázek v 1. ṕısemce). [2]

VI) Konečné projektivńı roviny - Náhradńı za úlohu 2 2. ṕısemky

15. Pro množinový systém (P,L), kde P 6= ∅, L 6= ∅ a každá L ∈ L je podmnožinou P ,
definujme podmı́nky:

• (P1) každá dvojice r̊uzných př́ımek L1, L2 ∈ L má společný právě jeden bod z P ,

• (P2) pro každou dvojici r̊uzných bod̊u z p1, p2 ∈ P existuje právě jedna L ∈ L
obsahuj́ıćı p1 i p2,

• (P0) existuje čtveřice p1, p2, p3, p4 ∈ P taková, že žádné tři z bod̊u této čtveřice
nelež́ı na společné př́ımce,

• (P0′) existuje kladné č́ıslo r takové, že každá př́ımka obsahuje právě r bod̊u a každým
bodem procháźı právě r př́ımek.

Najděte všechny systémy (P,L) splňuj́ıćı (P1), (P2) a (P0′), ale ne (P0). Může nějaký
systém (P,L) splňovat (P1), (P2) a (P0), ale ne (P0′)? [2]

16. Matice obsahuj́ıćı hodnoty pouze 0 a 1 se nazývá (0, 1)-matice. Čtvercem v (0, 1)-matici
A = (ai,j)

n
i,j=1 budeme nazývat dvojici řádk̊u r, s a dvojici sloupc̊u c, d takových, že

ar,c = ar,d = as,c = as,d = 1. Dokažte, že pro nekonečně mnoho hodnot n plat́ı, že počet
n × n (0, 1)-matic, které neobsahuj́ı žádný čtverec, je alespoň 2n

√
n. [2]

17. Dokažte, že obvod grafu incidence každé konečné projektivńı roviny je 6. Obvod grafu je
délka nejkratš́ı kružnice. Graf incidence je bipartitńı graf, kde partity jsou množina bod̊u
a množina př́ımek. V grafu je mezi bodem a př́ımkou hrana právě tehdy, když bod lež́ı
na př́ımce (viz obrázek Fanovy roviny a jej́ıho grafu incidence). [2]
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VII) Toky a stupeň souvislosti grafu - Náhradńı za úlohu 3 2. ṕısemky

18. Pro každé n ≥ 3 určete vrcholovou souvislost grafu vzniklého odstraněńım hran libovolné
hamiltonovské kružnice z úplného grafu. [2]
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19. Mějme 3-regulárńı graf G. Dokažte že G je hranově 2-souvislý právě tehdy, když je vr-
cholově 2-souvislý. [2]

20. Necht’ G je graf (tvaru mř́ıžky 5×5) s vrcholy V = {[x, y] : 1 ≤ x, y ≤ 5} a orientovanými
hranami ([x, y], [x, y + 1]) a ([x, y], [x + 1, y]) s kapacitami

c([x, y], [x′, y′]) =
1

min{10 − x − y, x + y − 1}
.

Určete velikost maximálńıho toku ze zdroje [1, 1] do stoku [5, 5]. [2]

VIII) Párováńı a Hallova věta - Náhradńı za úlohu 4 2. ṕısemky

21. Dokažte, že body libovolné konečné projektivńı roviny lze oč́ıslovat p1, p2, . . . , pm a př́ımky
L1, L2, . . . , Lm tak, aby pro každé i platilo, že pi lež́ı na Li. [2]

22. Pro n > 3 vezměme n navzájem r̊uzných množin A1, A2, . . . , An, každou o velikosti n − 3,
jejichž sjednoceńım je množina X velikosti n. Dokažte, že A1, A2, . . . , An má systém
r̊uzných reprezentant̊u. [2]

23. Uvažujme libovolnou (0, 1)-matici A (viz definice u úlohy 16). Linie v A jsou řádky a
sloupce A. Dokažte, že velikost největš́ı množiny jedniček A, z nichž žádné dvě nelež́ı
ani ve stejném řádku ani sloupci, je stejná jako minimálńı počet liníı v A pokrývaj́ıćıch
všechny jedničky. [3]

IX) Poč́ıtáńı dvěma zp̊usoby - Náhradńı za úlohu 5 2. ṕısemky

24. Poč́ıtáńım (např́ıklad počtu zp̊usob̊u, jak něco udělat) dvěma zp̊usoby dokažte

∀n, m; n ≥ m :
n

∑

k=m

(

n

k

)(

k

m

)

= 2n−m

(

n

m

)

.

[2]

25. Ṕısemka se skládala ze šesti úloh a psalo ji 20 student̊u. Každou úlohu vyřešilo alespoň 12
student̊u. Dokažte, že existuje dvojice student̊u takových, že každou úlohu vyřešil alespoň
jeden z nich. [3]

26. Systém N podmnožin n-prvkové množiny X nazveme polonezávislý, pokud neexistuje
trojice A, B, C ∈ N taková, že A ⊂ B ⊂ C. Dokažte, že |N | ≤ 2

(

n
⌊n/2⌋

)

. [2]

27. Mějme nakreslený rovinný graf, kde každá stěna (včetně vněǰśı) je trojúhelńık (tj. obsahuje
právě tři vrcholy grafu) a každý vrchol má libovolně přǐrazeno jedno z č́ısel 1, 2, 3.
Dokažte, že počet stěn obsahuj́ıćıch vrcholy se všemi třemi č́ısly je sudý. [2]
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