Domaci tkoly z Kombinatoriky a grafu - stav z 29. kvétna 2011

Vsechna sva tvrzeni radné zdivodnéte, a to i v pripadé, ze to u tlohy neni vy-
slovné uvedeno. Mizete bez dikazu pouzivat tvrzeni z prednasky a cviceni, vzdy
ale napiste znéni tvrzeni, které pouzivate.

I) Rychlost rustu funkei - Nahradni za tlohu 1 1. pisemky

1. Rozhodnéte, zda pro kazdou dvojici ptirozenych ¢éisel k,n > 1 plati
(kn)! > (k)"
a zda plati
(K™ > nk.
2]
2. Dokazte, ze:

(a) Pro kazdé prirozené ¢islo m je soucin vSech prvocisel mezi m + 1 a 2m nejvyse
(2m)!/(m!)%. 3]
(b)

i=l i
22
vi>0:]] <2i_1) <2
=1

2]
(c) Soucin vech prvocisel mezi 1 am je nejvyse 29™. Mizete pouzit vysledki piedchozich

dvou ¢asti této tlohy, a to i v pripadé, Ze je nemdte dokdzané. 2]

3. Rozhodnéte, zda pro kazdou dvojici ptirozenych ¢isel k,n > 1 spliujici n > 3k plati

()= (D) () =2(})

IT) Kombinatorické pocitani - Nédhradni za tdlohu 2 1. pisemky

4. Kolik je pro dané n > 1 permutaci mnoziny ¢isel {1,2,...,2n + 1}, kde se kazdé sudé
¢islo zobrazi na néjaké liché ¢islo. 2]

5. Spion ziskal nésledujici informace o nepfatelské hvézdné lodi: Posddka m4 40 ¢lentt, z nichz
kazdy ovladd alespon jeden z jazyku klingonstina, romulanstina a vogonstina, pficemz
nékteti ovlddaji vice nez jeden jazyk. Klingonsky umi 30 z nich, romulansky 20 a vogonsky
15; klingonsky a zaroven romulansky 16; klingonsky a zaroven vogonsky 5; vogonsky a
zaroven romulansky 10.

Rozhodnéte, zda tyto informace mohou byt pravdivé. Pokud ano, pak urcete, kolik clent

posadky ovlad4 vSechny tii jazyky zdroven. 2]

6. Kolik ¢isel z {1,2,...,1000} neni délitelnych zadnym z ¢isel 6,22, 36, 1017 2]



7.

10.

11.

12.

I1I) Reseni rekurenci - Ndhradni za tilohu 3 1. pisemky

Najdéte explicitni vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti zadané rekurenci

(a)

ay=3 ap,=2a,-1+3pron>1

2]
(b)
a=1 a=3 a,=30,_1— 20, o pron > 2
2]
(¢)
a=0 a=1 a,=2a,1—4a, 5 pron>2
2]
Najdéte explicitni vzorec pro pocet posloupnosti délky n tvotenych pismeny a,b, c, d, ve
kterych se a a b nevyskytuji tésné vedle sebe. [4]

IV) Vytvorujici funkce - Nahradni za tlohu 4 1. pisemky

Najdéte vytvorujici funkce néasledujicich posloupnosti:
1,-2,3,-4,5,-6,7,-8 ... (tj. an = (=1)"(n+ 1))
2,2, 4,4,8, 8,16, 16, 32, 32 ... (tj. a, = 2n/2+1) 2]

Pro kazdou z nésledujicich funkei napiste vzorec pro n-ty c¢len posloupnosti, jejiz je vy-
tvotujici funkei.
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2]
V) Catalanova a Fibonacciho ¢isla - Nahradni za ulohu 1 2. pisemky
Dokazte, ze Fibonacciho ¢isla spliuji nasledujici rovnost:
vn > 2. FTL*IF'I’LJ”I = Fs -+ (_1)n
3]

Pro kazdou dvojici pfirozenych ¢isel n, k splitujici n > k£ > 0 definujme ¢, ; jako

Cno =1 pro kazdé n > 0
Chn = Cnpn—1 Dro kazdé n > 1.

Cnk = Cpnk—1+Cn_1x pro kazdé n >k > 1.

Dokazte, ze pro kazdé n je ¢, , rovno Catalanovu ¢islu C,,. (Muze pomoci interpretovat

Cn.i jako pocet jistych cest v miizce, nebo dokézat, ze ¢, ) = (":k) — (::[’1“)) 2]



13. Urcete pocet permutaci m mnoziny {1,2,..

.,n} takovych, ze pro zaddnou trojici pozic

i, 7, k spliujici 0 < i < j < k < n neplati (i) < 7(k) < 7(j). Napf. permutace 2,4,5,3,1

se nepocita kvuli trojici i =1, j = 3 a k = 4, protoze 2 < 3 < 5.

[4]

14. Urcete pocet perfektnich parovani zebitku Zs,, coz je graf, ktery vznikne ze dvou n-

vrcholovych cest {uy, us, ..., u,} a{vy, v, ..

(viz obréazek v 1. pisemce).

VI) Konecné projektivni roviny - Nahradni za tlohu 2 2. pisemky

., Un } spojenim dvojic vrcholu u;, v; hranami

2]

15. Pro mnozinovy systém (P, L), kde P # (), £ # 0 a kazdd L € L je podmnozinou P,

definujme podminky:

e (P1) kazda dvojice ruznych piimek Lq, Ly € £ m4 spoletny pravé jeden bod z P,

e (P2) pro kazdou dvojici ruznych bodu z p;,ps € P existuje pravé jedna L € L

obsahujici py i po,

e (P0) existuje Ctvefice pi,pa, p3,ps € P takova, ze zadné tii z bodu této Ctvefice

nelezi na spolecné piimce,

e (P0) existuje kladné ¢islo r takové, ze kazda primka obsahuje pravé r bodu a kazdym

bodem prochéazi pravé r piimek.

Najdéte vsechny systémy (P, L) splaujici (P1), (P2) a (P0'), ale ne (P0). Muze néjaky
systém (P, L) splnovat (P1), (P2) a (P0), ale ne (P0")?

2]

16. Matice obsahujici hodnoty pouze 0 a 1 se nazyvé (0, 1)-matice. Ctvercem v (0,1)-matici

A = (aiy)

n
1,j=1

budeme nazyvat dvojici radku r,s a dvojici sloupcu ¢, d takovych, ze

Qre = Qpqg = Q5. = Gsq = 1. Dokazte, Ze pro nekonecné mnoho hodnot n plati, Ze pocet

n x n (0,1)-matic, které neobsahuji zadny ctverec, je alespon 2"V™.

2]

17. Dokazte, ze obvod grafu incidence kazdé kone¢né projektivni roviny je 6. Obvod grafu je
délka nejkratsi kruznice. Graf incidence je bipartitni graf, kde partity jsou mnozina bodu
a mnozina piimek. V grafu je mezi bodem a piimkou hrana pravé tehdy, kdyz bod lezi

na primce (viz obrazek Fanovy roviny a jejtho grafu incidence).
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2]

VII) Toky a stupen souvislosti grafu - Nahradni za tlohu 3 2. pisemky

18. Pro kazdé n > 3 urcete vrcholovou souvislost grafu vzniklého odstranénim hran libovolné

hamiltonovské kruznice z uplného grafu.

2]



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Méjme 3-regularni graf GG. Dokazte ze G je hranové 2-souvisly pravé tehdy, kdyz je vr-
cholové 2-souvisly. 2]

Necht G je graf (tvaru miizky 5x 5) s vrcholy V = {[x,y] : 1 < z,y < 5} a orientovanymi
hranami ([z,y], [x,y + 1]) a ([z,y], [x + 1,y]) s kapacitami

1
min{l0 —x —y,z +y— 1}

e[, y], [ ) =

Urcete velikost maximalniho toku ze zdroje [1, 1] do stoku [5, 5]. 2]

VIII) Parovani a Hallova véta - Nahradni za tlohu 4 2. pisemky

Dokazte, ze body libovolné kone¢né projektivni roviny lze ocislovat py, pa, . .., pm a ptimky
Ly, Ly, ..., L, tak, aby pro kazdé i platilo, ze p; lezi na L;. 2]
Pro n > 3 vezméme n navzajem ruznych mnozin Aq, As, ..., A,, kazdou o velikosti n — 3,
jejichz sjednocenim je mnozina X velikosti n. Dokazte, ze A;, Ay, ..., A, ma systém
ruznych reprezentantu. 2]
Uvazujme libovolnou (0, 1)-matici A (viz definice u tlohy 16). Linie v A jsou tadky a

sloupce A. Dokazte, ze velikost nejvétsi mnoziny jednicek A, z nichz zadné dvé nelezi
ani ve stejném tadku ani sloupci, je stejnd jako minimalni pocet linii v A pokryvajicich
vSechny jednicky. 3]

[X) Pocitani dvéema zpusoby - Nahradni za tlohu 5 2. pisemky

Pocitanim (napiiklad poctu zpusobu, jak néco udélat) dvéma zpusoby dokazte
Vnm'n>m'i m [k —gnom ("
T — \k/)\m B m)’

Pisemka se skladala ze Sesti tiloh a psalo ji 20 studentu. Kazdou tlohu vyftesilo alespon 12
studentu. Dokazte, Ze existuje dvojice studentu takovych, ze kazdou ulohu vyftesil alespon
jeden z nich. 3]

2]

Systém N podmnozin n-prvkové mnoziny X nazveme polonezdvisly, pokud neexistuje

trojice A, B,C € N takovd, ze A C B C C. Dokazte, ze |N| < 2(@72])' 2]

Meéjme nakresleny rovinny graf, kde kazda sténa (véetné vnéjsi) je trojihelnik (tj. obsahuje
pravé tfi vrcholy grafu) a kazdy vrchol méa libovolné pfifazeno jedno z éisel 1,2, 3.
Dokazte, ze pocet stén obsahujicich vrcholy se vSemi tfemi ¢isly je sudy. 2]



