Pisemka z Kombinatoriky a grafi 7.5.2008 - feseni

1. Spoctéte pocet koster grafu na obrazku. [7 bodu]

Reseni Nechf G znaéi graf na obrézku. Graf G rozlozime na bloky - blok je maximéln{
(vzhledem k inkluzi) 2-souvisly indukovany podgraf, nebo most. Bloky grafu G je 5 grafu
K, - ty oznacme G, Go, G3, G4 a G5. VSimneme si, ze hrany bloku G . .. G5 tvoii rozklad
hran grafu G (to dokonce plati obecné pro bloky libovolného grafu).

Ukazeme, ze kostry G jsou v bijekci s péticemi koster grafu K, - hrany dané kostry G
rozlozime na jeji pruniky s hranami Gy,...,G5 a naopak na pétici koster grafu Ky se
podivame jako na kostry grafu Gy,..., G5 a tyto kostry sjednotime.

(a) Oveérime, ze sjednocenim koster G; vznikne kostra G:

e Kostra G; mé 3 hrany = sjednoceni koster G; ma 15 hran

e Pokud by sjednoceni koster G; obsahovalo kruznici v grafu G, pak jsou hrany
této kruznice podmnozinou hran néjakého maximalniho 2-souvislého podgrafu
(kruznice je 2-souvisld) a tedy je tato kruznice uvnitt jednoho z G;. SPOR

(b) Oveéiime, ze z kostry T' grafu G vzniknou kostry grafu G;:
e Kostra G je acyklickd = jeji prunik s G; je acyklicky
e Oznacme T; := T N G;. Pro spor je T; nesouvisld, jeji vrcholy u a v nejsou v T;
propojeny cestou. Vezmeme sjednoceni cesty mezi u a v v T' (ta nutné obsahuje

hranu e mimo G;) a hrany {u,v} € G;. Tim jsme dostali kruznici v G obsahujici
hranu z G; i hranu mimo G;. SPOR

7Z piednasky uz vime, ze K,, ma n"? koster, a tedy nds graf G m4 (4?)° = 2% koster.

2. Urcete vSechny dvojice (m,n) (splaujici n > m > 1) takové, ze hrany grafu K, lze pokryt
kopiemi grafu K, (tj. kazda hrana musi byt v alespon jedné kopii) tak, aby kazdé dvé
kopie mély spoleény prave 1 vrchol K,,. [7 bodu]

Reseni Nahlédneme, ze kazdd hrana lezi v pravé 1 kopii grafu K,, - pokud by lezela
ve vice, pak tyto kopie maji spolecné alespon 2 vrcholy, coz zadani zakazuje. Vrcholum
grafu K, fikejme body a mnozinam vrcholu kopii grafu K, primky. Zadani je ekvivalentni
nasledujicim tfem podminkam:

e (P0’) vSechny primky maji stejnou velikost

e (P1) prunik dvojice piimek je vzdy jednobodovy



e (P2) kazda dvojice bodu lezi na pravé 1 spole¢né piimce

Je to témér definice projektivni roviny - v té je pouze misto (P0’) podminka (P0): existuje
¢tytbodova mnozina C' takova, ze kazda primka obsahuje nejvyse dva body z C
Vidime, ze zadani spliiuje libovolnd projektivni rovina - (P0’) plyne z véty o fadu projek-
tivn{ roviny z piredndsky. Tedy dvojice (k+ 1,k*+ k+ 1), kde k je fad n&jaké projektivni
roviny, je fesenim.
Zbyva ndm jesté najit mnozinové systémy spliujici (P1), (P2) a (P0’), které nespliuji
(P0). Vezméme piimku P,
(a) Yu:u € P: tomu odpovida piipad n = m, ktery je fesenim pro kazdé n > 1
(b) Ju & P:
i. m =1, ozna¢me P = {v}: Dvojice {u, v} nelezi na piimce, protoze piimky maji
velikost 1. SPOR s (P2)
ii. m = 2, oznacme P = {v,w}: Kvuli (P2) existuji pifimky @ = {u,v} a R =
{u, w}. Pokud je to uz vse, dostdvame feseni (2,3). Jinak existuje bod x a piimka
{u, z}, kterd mé préazdny prunik s P (SPOR s (P1)).
iii. m > 3, oznaéme v,w,x € P: Oznaé¢me R piimku obsahujici dvojici {u,v} a
vezméme y € R\ {u,v}. Za C zvolime {w,z,u,y} a zjistime, ze zadna trojice
bodu z C nelezi na primce (Takovd primka by totiz nutné obsahovala bud’ dvojici

{w, x}, nebo {u,y} a byla by to bud P, nebo R. Ty ale obsahuji jen 2 body z
C.) SPOR

Redenimi jsou pravé dvojice (2,3), (n,n) pro libovolné n > 1 a (k +1,k% + k + 1) pro k,
které je tadem néjaké projektivni roviny.
. Najdéte vzorce pro n-ty ¢len posloupnosti uréenych vytvorujicimi funkcemi
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Posloupnost je tedy ag =7 a a, =6 pron > 1.

e f> Na cviceni jsme si ukazovali zobecnénou binomickou vétu:

1/(1—2)k = (Z:D+(kfl)x+(:i—1)a:2+(:i—?)x3

Tu pouzijeme pro k = 6 a poté provedeme operaci (E): dosazeni 3z za x. Dostaneme
5+7’L n
Qp = ( : )3 .
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Pomoci (F) a (E) (v tomto poradi) ziskdme posloupnost pro vytvotujici funkei

b — (3)" pokud 5/n
" 0 jinak

Posloupnost pro vytvotujici funkci f3 je

_— = (3)"" pokud 5|(n — 1)
" 0 jinak

4. Necht hk(G) znaéi pocet hamiltonovskych kruznic v grafu G a he(G) pocet jeho hamil-
tonovskych cest. Dokazte, ze pro kazdy graf G plati he(G) > |V(G)| - hk(G). 4 body]
Reseni Odstranénim libovolné hrany z ham. kruznice ziskdme ham. cestu. Takto ziskdme
|[V(G)| - hk(G) ham. cest, musime ale jesté ovérit, ze jsou navzajem ruzné.

Pokud by 2 ze vzniklych ham. cest byly stejné, musely vzniknout odebranim ruznych hran
z ham. kruznice. To ale neni mozné, protoze jsou-li u a v koncové body dané ham. cesty,
pak jediny zpusob, jak ji doplnit pfidanim jedné hrany na ham. kruznici je ptidat hranu

{u,v}.

5. Pro kazdé m > 0 najdéte graf, ktery ma pravé m hamiltonovskych kruznic. [7 bodu]

Reseni Pro m = 0 sta@ vzit jako G 2 vrcholy spojené hranou, pro m = 1 kruznici
libovolné délky a pro m = 2 vezmeme graf na obréazku vpravo. Pro m > 3 je jedno mozné
feSeni graf na obrazku vlevo
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Vrchol s lezi ve 2 z m + 1 hran libovolné ham. kruznice, a tedy zbylych m — 1 hran
ham. kruznice jsou hrany kruznice v ...v,,. Pocet jejich ruznych vybéru je m a snadno
nahlédneme, ze kazdy urcuje pravé 1 ham. kruznici.

6. Zformulujte Ramseyovu vétu pro barveni p-tic k barvami. 2 body]

Reseni Mnozinu {1,2,...,:} budeme znacit [i]. Jedno mozné znéni je nésledujici.
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Slovy: Pro kazdou trojici hodnot n, k, p existuje c¢islo N takové, ze pri libovolném obar-
veni mnoziny p-prvkovych podmnozin mnoziny [N] k barvami vzdy najdeme mnozinu A
velikosti n, jejiz vSechny p-prvkové podmnoziny maji stejnou barvu.

. Dokazte, ze pro kazdé n > 1 a kazdé k > 1 existuje N takové, ze pti libovolném obarveni
vrcholu a hran libovolného grafu G na N vrcholech k barvami ma G ,;skorojednobarevny”
indukovany podgraf na n vrcholech. ,,Skorojednobarevny” indukovany podgraf znamena,
ze vsechny vrcholy maji stejnou barvu a vSechny hrany maji stejnou barvu.  [4 body]

Reseni Oznacme Rj(n) Ramseyovo &slo pro barveni hran tplného grafu k barvami,
kde hledame jednobarevny uplny podgraf velikosti n. Ulohu dokdzeme pro volbu N :=
k:(Rk(n) — 1) + 1.

Graf G doplnime pfidanim libovolné obarvenych hran na uplny graf. Poté diky holub-
nikovému principu najdeme Ry (n) vrcholu obarvenych stejnou barvou. Na nich pomoci
Ramseyovy véty najdeme tplny graf na n vrcholech se stejnobarevnymi hranami.



