
Lineárńı algebra II - Ṕısemka 3.4.

Nalezněte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory následuj́ıćı matice
nad tělesem Z5. Rozhodněte, zda je matice diagonalizovatelná a př́ıpadně
napǐste jej́ı diagonálńı tvar. 2 0 0

0 2 0
4 4 0





Řešeńı: Nejprve připomeňme, že matice je diagonalizovatelná právě
tehdy když pro každé vlastńı č́ıslo plat́ı, že dimenze prostoru jemu př́ıslušných
vlastńıch vektor̊u je rovna jeho násobnosti. Nav́ıc dimenze prostoru vlastnich
č́ısel je vždy menš́ı rovna násobnosti.

Matici ze zadáńı označme A. Začneme výpočtem jej́ıch vlastńıch č́ısel.∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 0

0 2− λ 0
4 4 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(2− λ)(−λ)

Vlastńı č́ısla tedy jsou λ1 = 2 a λ2 = 0, kde λ1 je dvojnásobné. Nyńı k
vlastńım č́ısl̊um spočteme vlastńı vektory.

Vlastńı vektory pro λ1 hledáme jako řešeńı jako soustavy rovnic (A −
λ1I)v = 0  2− λ1 0 0 0

0 2− λ1 0 0
4 4 −λ1 0

 =

 0 0 0 0
0 0 0 0
4 4 3 0


Máme dvě volné proměnné a z posledńıho řádku vyjádř́ıme v1 = 4v2 + 3v3.
Tedy řešńı soustavy je

v = p1(4, 1, 0)T + p2(3, 0, 1)T .

Vid́ıme, že vlastńı vektory př́ıslušné k č́ıslu 2 tvoř́ı podprostor prostor di-
menze 2 a baźı jsou např́ıklad vektory (4, 1, 0)T a (3, 0, 1).

Všimneme si, že 2 je dvojnásobné vlastńı č́ıslo a současně jemu př́ıslušné
vlastńı vektory tvoř́ı podprostor stejné dimenze, jako je jeho násobnost.
Nav́ıc 0 je vlastńı č́ıslo s násbnost́ı jedna – neb je vlastńı č́ıslo, muśı mı́t
alespoň jeden vlastńı vektor a tud́ıž minimálńı možná dimenze prostoru
vlastńıch č́ısel je jedna. Tedy speciálně pro 0 to je jedna. Z toho již ted’

můžeme odvodit, že matice je diagonalizovatelná.
Nicméně budeme ještě pokračovat výpočtem vlastńıch vektor̊u k druhému

vlastńımu č́ıslu. 2− λ2 0 0 0
0 2− λ2 0 0
4 4 −λ2 0

 =

 2 0 0 0
0 2 0 0
4 4 0 0

 =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


Třet́ı proměnná je volná a prvńı dvě jsou rovny nule. Tedy soustava má
řešeńı v = p1(0, 0, 1)T a baźı prostoru vlastńıch vektor̊u je např́ıklad vektor
(0, 0, 1)T .



Na závěr se vrat’me k diagonalizaci. Je splněna podmı́nka pro diagonali-
zovatelnost matice - viz. prvńı odstavec řešeńı. Tedy matice je diagonalizo-
vatelná. Diagonálńı tvar obecně je λ1 0 0

0 λ2 0
0 0 λ3


a v našem př́ıpadě pak  2 0 0

0 2 0
0 0 0

 .

Ale pořad́ı prvk na diagonále neńı přesně určené, tedy správně by byl i tvar 2 0 0
0 0 0
0 0 2

 nebo

 0 0 0
0 2 0
0 0 2

 .


