Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 10. cviceni*

25. dubna 2016
1 Vytvorujici funkce — tivod
Piiklad 1. (a) Mé&jme polynomy p(x) = 1+z+ 22+ 23+ 21 +2° aq(x) = 1+ 22 + 21 +25. Jaky
je koeficient u clenu x7 v jejich soucinu p(x)q(x)?

(b) Vracime se z ndkupu s péti jednokilovgmi polozkami a tiemi dvoukilovgmi. Mdme s sebou tasku,
kterd unese maximdlné sedm kilogramu. Kolika zpusoby muzZeme mazimdiné naplnit tasku?

Piiklad 2. V cukrdrné proddvagi 3 druhy zdkuski—uvétrniky, kremrole a dortiky. Kolika zpusoby
jde nakoupit 12 zdkuski tak, abychom od kaZdého druhu koupili aspori dva kousky a zdroven koupili
nanejuys tri kremrole?

Binomicka véta. Pro libovolné n € N plati

ey =)+ (F)eos (M)

2 Vytvorujici funkce — pocitani s mocninnymi radami

Mocninnd tada je fada tvaru Y .o a;z’, kde a; € R a x je redlnd proménnd. Jako (obycejnou) vy-
tvorugici funkci posloupnosti (ag, a1, az, . . .) oznaéime mocninnou fadu a(z) = ag+a1x+asx?+- - -.
Napiiklad funkce ﬁ je podle vzorce pro soucet geometrické fady vytvorujici funkei posloupnosti
(1,1,1,...) a podle binomické véty je (1 + x)™ vytvorujici funkei posloupnosti ((3), (T), (g), ce)e
Prechod mezi posloupnostmi a funkcemi je pro tuto techniku klicovy.

Tvrzeni. Bud (ag,ai,...) posloupnost redlngch &isel. Necht existuje K takové, Ze |a,| < K™

pro vechna n. Potom pro kazdé x € (72, %) fada Y ;2 a;x’ konverguje a hodnota jejiho souctu

definuje funkci a(x) proménné x na uvedeném intervalu. Hodnotami a(x) na libovolné malém okoli
0 jsou vechny cleny ag, ay, ... jednoznacné uréeny, a(x) md v 0 derivace viech 7ddi a plati

a™(0)

"ol

Piiklad 3. Najdéte vytvorujict funkce pro ndsledujict posloupnosti (pokuste se je vyjddrit v uzavieném
tvaru):

(a) (0,0,0,0,—6,6,—6,6,—6,...),

(b) (1,1,2,2,4,4,8,8,...),

(c) (12,2%,32,...),

(d) (0,2,6,12,20,...), tedy n-tg élen je souctem prunich n sudgch prirozengch éisel véetné nuly.
Priklad 4. Urcete koeficient

(a) uz'® v M{ﬁ,

(b) u 2016 v sin(z).

Priklad 5 (ResSeni rekurenci). Zjistéte, cemu se rovnd a, které je zadané rekurentni rovnici
ay=1,a1 =2 a apys = dap4+1 — 4a, pron > 0.

Priklad 6. Rozklad c¢isla n € N je zdpis n jako souctu prirozenych cisel (nezdlezi ndm na poradi
s¢itanci).

(a) Necht a,, znaci pocet rozkladi ¢isla n. Jakd je vytvorujici funkce pro posloupnost (a1, az,...)?

(b) Ukazte, Ze pocet rozkladi n na liché édsti se rovnd poctu rozkladi n na vzdjemné rizné édsti.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


http://kam.mff.cuni.cz/~balko/

Zakladni operace s mocninnymi radami:

a(z) +b(z)

aa(x)

(ap + by, a1 + by,as + ba, . ..)
(ag, aay, aas, .. .)
(ag, aay, d?as, ..., dla;,...)
(0,...,0,a9,a1,az2) (k nul na zacitku)
(ao, 0,

...,0,a1,0,...) (stiidavé k — 1 nul)

(ak» Q41 QK425 - - )

(a172a2,3a3, ce ,iai,. . )
(Ova()v%»%a"'vijjl )

(co,c1,¢2,...), kde ¢ = D1 o Akbn—k
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